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Vorwort

Dieses Buch geht zuriick auf eine Vorlesung namens “Automatentheorie”, die
von uns erstmals und gemeinsam im Sommersemester 2004 an der Ludwig-
Maximilians-Universitdt Miinchen fiir Studenten im Hauptstudium der da-
maligen Diplom-Studiengéinge Informatik und Mathematik gehalten wurde.
Aufgrund des Interesses, auf das diese Veranstaltung bei den Teilnehmern
gestoflen war, wurde die Vorlesung in den Sommersemestern 2006, 2008 und
2010 wieder angeboten. Aus anfinglichen, handschriftlichen Unterlagen ent-
stand in diesen Zeiten ein aushéndigbares Vorlesungsskript, welches bei jeder
Wiederholung der Veranstaltung weiter iiberarbeitet wurde und am Ende nun
zu diesem Buch geworden ist.

Es ist daher nicht verwunderlich, dass dieses Buch als Grundlage fiir eine
Vorlesung im Bereich der theoretischen Informatik, typischerweise als Modul
in einem Master-Studiengang, gedacht ist. Der hier prisentierte Stoff eignet
sich, um eine Vorlesung mit 4 Semesterwochenstunden zu fiillen. Fiir eine Vor-
lesung mit 3 SWS konnen einzelne Kapitel weggelassen werden, z.B. Kap. 3
und die darauf aufbauenden Kap. 10 und 11. Kap. 4 und 13 kénnen ebenfalls
weggelassen werden; auf diese bauen keine anderen Kapitel danach mehr auf.
Wir weisen auflerdem darauf hin, dass durch die Ausarbeitung vom Vorle-
sungsskript in die Buchform etwas mehr Material hineingekommen ist, als in
unseren 4-SWS-Veranstaltungen wirklich priasentiert wurde. Es empfiehlt sich
also, das hier vorhandene Material selektiv einzusetzen.

Die einzelnen Kapitel sind in vier Teile zusammengefasst. Diese unterschei-
den sich in den Strukturen, iiber denen jeweils Automatentheorie und Logik
betrieben wird. Im ersten Teil sind dies endliche Wérter, die aus einer grundle-
genden Veranstaltung zur Theorie formaler Sprachen, welche Teil jedes norma-
len Bachelor-Informatik-Studiengangs sein sollte, bekannt sind. Kap. 1 enthélt
lediglich eine kurze Wiederholung solchen Stoffs. Dort werden hauptséchlich
die im Rest des Buchs verwendeten Notationen und wichtigen Fragestellungen
vorgestellt. Der Rest des ersten Teils behandelt eines der Kernthemen dieses
Buchs — die Verbindung zwischen Automatentheorie und Logik — und enthélt
weiteres Material zur Theorie formaler Sprachen und endlicher Automaten.
Dieses geht erstens iiber das hinaus, was in einer Standard-Veranstaltung im
Bachelor-Studiengang normalerweise dazu gebracht wird. Zweitens legt es die
Grundlagen fiir wichtige Konstruktionen im zweiten Teil, der sich dann mit
unendlichen Wortern beschéftigt. Danach geht es darum, die Theorie auf den
Bereich der Baume auszudehnen. Der dritte Teil beschiftigt sich kurz mit
endlichen Baumen. Im vierten Teil akkumulieren sich dann die Schwierigkei-
ten, die man beim Ubergang von endlichen Wértern zu unendlichen Wortern
oder zu endlichen Baumen zu iiberwinden hat; es geht darin dann um Auto-
matentheorie und Logik iiber unendlichen Bdumen.

Jeder Teil endet mit Vorschliigen fiir Ubungsaufgaben zu dem behandelten
Stoff, sowie Notizen, welche auf weiterfithrende Literatur verweisen oder die
Herkunft von présentierten Resultaten erkldren. Das Buch soll an sich ein ge-
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schlossenes Werk sein, welches mit den bereits erwédhnten Vorkenntnissen zur
Theorie formaler Sprachen und zunéchst ohne weitere Hilfsmittel durchgear-
beitet werden kann. Aus diesem Grund sind jegliche Referenzen auf Material
auflerhalb des Buchs in die Kapitel mit den Notizen verlagert worden.

Am Ende des Buches findet sich noch ein Kapitel mit Vorschligen wei-
terer Themen, die gut zu dem hier prisentierten Stoff passen und somit in
einer entsprechenden Vorlesung behandelt werden konnten. Auflerdem wer-
den dort noch offene Fragestellungen im Bereich der Automatentheorie und
Logik genannt, die—von ambitionierten Studenten—im Rahmen von Disser-
tationsthemen behandelt werden konnten. Bei einigen handelt es sich jedoch
um Probleme, die seit lingerer Zeit schon offen sind und bei denen man nicht
unbedingt einen sofortigen Fortschritt erwarten kann.

Wir bedanken uns bei Oliver Friedmann fiir das Aufspiiren und Korri-
gieren zahlreicher Fehler in einer fritheren Version des Vorlesungsskripts, bei
Hermann Gruber fiir den Entwurf einiger Ubungsaufgaben, die sich in diesem
Buch wiederfinden.

Miinchen und Kassel, Martin Hofmann und Martin Lange
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1

Grundlagen der Theorie formaler Sprachen

Wir beginnen damit, dass wir in diesem Kapitel zunéchst einige grundlegende
Begriffe und Methoden aus der Theorie formaler Sprachen, insbesondere der
reguldren Sprachen, wiederholen.

1.1 Regulidre Sprachen und endliche Automaten

1.1.1 Regulire Sprachen

Sei X = {a,b,...} ein endliches Alphabet. Ein endliches Wort iiber X' ist eine
Folge w = ag...an—1, wobei a; € X fiir i = 0,...,n — 1. Wir schreiben |w|
fiir die Linge von w, also n in diesem Fall, und w(i) fiir das i-te Symbol a;
von w. Das leere Wort, also die Folge der Lénge 0, wird mit € bezeichnet. X*
bezeichnet die Menge aller Worter iiber X und X die Menge aller nichtleeren
Wérter iiber Y. Die Konkatenation zweier Worter w und v entsteht durch
Anhéngen der Folge v an die Folge w und wird mit wv bezeichnet.

Eine Sprache ist eine Menge von Wértern, also eine Teilmenge L C X*.
Somit sind alle iiblichen, mengentheoretischen Operationen wie Vereinigung,
Schnitt, Komplement, Differenz, etc. auch Operationen auf Sprachen. Das
Komplement einer Sprache L bezeichnen wir {iblicherweise mit L, und es ist
definiert als X* \ L.

Andere wichtige Operationen auf Sprachen sind die Konkatenation und
der Kleene-Abschluss (Kleene-Stern). Sind Ly und Lo zwei Sprachen, so ist
deren Konkatenation die Sprache LiLo := {wywsy | w1 € Ly, wy € Lo}, die
also durch Konkatenation beliebiger Worter aus L; mit beliebigen Wortern
aus Lo entsteht.

Ist L eine Sprache, dann ist ihr Kleene-Abschluss die Sprache L* :=
{wy...w, | n € Nyw; € L fiir alle i = 1,...,n}. Diese entsteht also durch
beliebig, aber nur endlich oft wiederholte Konkatenation der Sprache mit sich
selbst. Beachte, dass ¢ € L* fiir jedes L C X* gilt, denn auch n = 0 ist in

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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der Definition des Kleene-Abschlusses zugelassen. Anders gesagt gilt fiir alle
L C X*:
L0 = {e}, L' = LL', L* = (JL'
i€N
Eine Klasse von Sprachen, fiir die wir uns hier insbesondere interessieren, ist
die der reguldren Sprachen iiber dem Alphabet X, bezeichnet mit REGy.
Kann X aus dem Kontext erkannt werden, so schreiben wir auch einfach nur

REG.

Definition 1.1. Die Klasse REGy ist die kleinste Klasse von Sprachen iiber
X, fur die gilt:

a) ) € REGy und {a} € REGy fiir jedes a € X,
b) wenn Ly, Ly € REG, dann Ly U Ly € REG, L1Ls; € REG und L} € REG.

Hier bedeutet kleinste Klasse, dass keine Sprache, die nicht durch (1) oder
(2) abgedeckt ist, zu REG gehort. Dies ist gleichbedeutend damit, dass ei-
ne Sprache nur dann zu REG gehort, wenn sie entweder von einer in (1)
genannten Form ist, oder aber sich laut (2) aus einer oder zweien Sprachen
zusammensetzt, von denen bereits bekannt ist, dass sie zu REG gehoren. Noch
anders gesagt: Jede regulére Sprache lésst sich durch Anwenden von nur end-
lich vielen Operationen, die in (2) genannt sind, aus den Sprachen, die in (1)
genannt sind, erzeugen.

Beispiel 1.2. Die Menge L aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}, in denen
nach jedem a irgendwann spéter noch ein b folgt, ist regulér. Man {iberlege
sich zunéchst, dass die informelle Beschreibung dquivalent dazu ist, dass ein
Wort in der Sprache nicht auf a enden darf. Da es nur zwei verschiedene
Buchstaben gibt, muss jedes Wort in der Sprache also auf b enden oder leer

sein. Somit ist
L = {e}u(({atu{b})*{d}) .

Es bleibt nur noch zu sehen, dass auch {€} eine reguldre Sprache ist. Dies ist
der Fall, denn es gilt {e} = 0*.

Bei der formalen Beschreibung einer Sprache erlauben wir es uns auch,
moglichst viele Klammern wegzulassen. Dazu lassen wir den Kleene-Stern
starker als die Konkatenation und diese wiederum stérker als die Vereinigung
binden. Auflerdem schreiben wir Einermengen nicht explizit als solche auf.
Die Sprache aus dem vorigen Beispiel kénnte man also auch als € U (a U b)*b
schreiben.

Man sieht z.B. leicht, dass jede endliche Menge von Wortern eine regulére
Sprache bildet, da sich jede Sprache, die nur ein Wort enthélt, durch endlich
viele Konkatenationen von Sprachen der Form {a} bilden ldsst. Eine Spra-
che mit endlich vielen Wortern lésst sich dann leicht als endliche Vereinigung
beschreiben. Beachte, dass die Klasse der reguldren Sprachen nicht unter un-
endlichen Vereinigungen abgeschlossen ist, denn dann wére ja jede Sprache
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reguléir, da sich jede Sprache als unendliche Vereinigung der Einermengen
ihrer Worter schreiben lésst.

Der Punkt (2) in der Definition von REG bedeutet, dass REG abge-
schlossen ist unter den Operationen Vereinigung, Konkatenation und Kleene-
Iteration. REG ist dariiberhinaus noch abgeschlossen unter einer ganzen Men-
ge anderer Operationen, u.a. unter all den {iblichen mengentheoretischen Ope-
rationen. Dies ist jedoch fiir den Schnitt und das Komplement nicht unbedingt
offensichtlich aus der Definition. Um solche Abschlusseigenschaften zu be-
weisen, braucht man in der Regel andere Charakterisierungen der reguléren
Sprachen. Diese sind auch nétig, um regulire Sprachen représentieren und
verarbeiten zu kénnen, da es sich bei Sprachen im Allgemeinen um unendlich
grofle Mengen handelt.

1.1.2 Endliche Automaten

Eine der wichtigsten Repréasentationsformalismen fiir regulére Sprachen sind
endliche Automaten, die wir im folgenden wiederholen werden.

Definition 1.3. Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat (NFA) ist ein
Tupel A = (Q, X, q1,0, F) mit

endlicher Zustandsmenge Q,
Eingabealphabet X,

Anfangszustand qr € Q,
Transitionsfunktion § : Q x X — 29,
Endzustandsmenge F C Q.

Ein Lauf eines NFA A auf einem Wort w = ag . .. a,_1 ist eine Folge qq . . . ¢,
so dass qo = ¢y und fiir alle t = 0,...,n—1 gilt: ¢;+1 € §(¢;, a;). Der Lauf heif3t
akzeptierend, falls g, € F. Sei L(A) := {w € X* | es gibt einen akzeptierenden
Lauf von A auf w} die von A erkannte Sprache.

Zwei Automaten sind dquivalent, wenn sie dieselbe Sprache erkennen.

Als Grifie eines NFA A bezeichnen wir normalerweise die Anzahl seiner
Zustinde und schreiben dies auch als | A]. Beachte, dass dies kein exaktes Maf3
fiir den Platz ist, den man braucht, um einen NFA niederzuschreiben. Sei
A=(Q, %, q,5,F). Dann gilt i.A. |§| = O(|Q|? - | X]). D.h. bei festgelegtem
Alphabet kann die Transitionstabelle quadratisch in der Zustandszahl wach-
sen. Dennoch ist die Anzahl der Zusténde eines Automaten ein sinnvolles Mafl
fiir seine Komplexitét.

NFAs lassen sich am einfachsten als kanten-beschrifteter Graph darstellen.
Die Zusténde bilden die Knoten, die Zustandsiibergangsfunktion ¢ wird durch
Kanten in dem Graph représentiert. Ist ¢’ € §(q, a) fiir einen Zustand ¢ und
ein Alphabetsymbol a, so wird eine Kante von ¢ nach ¢’ mit Beschriftung
a gezogen. Normalerweise wird der Anfangszustand durch eine von nirgend-
woher eingehende und unbeschriftete Kante gekennzeichnet und Endzustéinde
durch einen Doppelkreis ausgezeichnet.
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Abb. 1.1. Beispiel eines NFA.

Ein Beispiel ist in Abb. 1.1 gezeigt. Zur Ubung bestimme man die Spra-
che, die von diesem NFA erkannt wird und versuche, einen NFA mit nur 4
Zusténden fiir dieselbe Sprache zu konstruieren.

Viele der Operationen, unter denen die Klasse der reguldren Sprachen
abgeschlossen ist, lassen sich ebenfalls auf NFAs ausfiithren, welches die fol-
genden Resultate besagen. Wir zeigen exemplarisch die Konstruktion fiir den
Kleene-Stern, die anderen sind Ubungen.

Satz 1.4. Seien A; zwei NFAs fiir i = {1,2}. Dann existieren NFAs A” und
A, so dass L(AY) = L(Ay) U L(Ay) und L(A) = L(A;)L(As).

Beweis. Ubung,.

Satz 1.5. Sei A ein NFA. Dann existiert ein NFA A*, so dass L(A*) =
L(A)*.

Beweis. Sei A = (Q,X,qr,d,F) und ¢} ein neuer Zustand, der nicht in Q
enthalten ist. Wir geben zuerst die Konstruktion von A* an und beweisen
dann, dass dieser NFA die gewiinschte Sprache erkennt.

A= (QU{dr), ¥.47, 07, F U{dr})

wobei fiir alle @ € X' und alle ¢ € QU {q}}:

d(qr,a) , falls ¢ = ¢}
0*(q,a) == d(q,a)Ud(qr,a) , fallsqgeF
0(q,a) ,fallsge Q\ F

Wir beobachten, dass ein Zustand in A* also dieselben Transitionen wie der-
selbe Zustand in A hat mit dem Unterschied, dass Endzustinde zuséitzlich
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noch die Transitionen des urspriinglichen Anfangszustand haben. Der neue
Anfangszustand ist eine Kopie des alten Anfangszustands, der aber von kei-
nem anderen Zustand aus erreichbar ist.

Es bleibt zu zeigen, dass L(A*) = L(A)* gilt. Fiir den C-Teil nehmen
wir an, dass w € L(A*) fiir ein w = ay...a, € X* gilt. Also existiert ein
akzeptierender Lauf ¢}, ¢1, ..., g, auf w. Aus obiger Beobachtung folgt sofort,
dass es ig, i1, ..., iy gibt, so dass

o ig= Oa

o g <ty...<lp,

o Zm =n,

o fiirallej=1,...,mist ¢, ,,...,q; ein akzeptierender Lauf von A auf

aij71+1 ce aij.

Somit ist w € L(A)*.

Fiir den D-Teil sei w € L(A)*. Falls w = ¢, so gilt w € L(A*), da der
Anfangszustand von A* auch Endzustand ist. Sei w # e. Also existiert eine
Zerlegung w = vy . .. vk, so dass v; # & und v; € L(A) fiir alle i = 0,..., k.

Wir zeigen nun durch Induktion iiber k, dass vg...v; € L(A*) gilt. Im
Induktionsanfang ist k = 0, d.h. w = vy. Da vg € L(A) gibt es einen akzep-
tierenden Lauf qq, q1, - .., ¢m von A auf vg mit ¢,,, € F. Da vy # ¢, gilt m > 1.
Jetzt ist aber ¢7,q1,. .., ¢n auch ein akzeptierender Lauf von A* auf vy, da
der neue Anfangszustand ¢, dieselben Transitionen wie der alte ¢p hat und
¢m auch weiterhin Endzustand in A* ist.

Sei nun k > 0 und vg ... vE—1 € L(A*), d.h. es gibt einen akzeptierenden
Lauf ¢}, q1,...,qm von A* auf vg...vx_1. Da v, € L(A) gibt es auch einen
akzeptierenden Lauf von pg,...,p; von A auf vg. Insbesondere gilt pg = qr,
pr € Fund [ > 1, da vy # e. Dann ist aber ¢},¢1,...,¢m,P1,-..,D €in
akzeptierender Lauf von A* auf vy ... vy, denn es gilt p; € §*(gm, vx(0)), da
p1 € 0(qr,vr(0)). O

Wir erinnern noch an das fundamentale Resultat, dass die von NFAs er-
kannten Sprachen genau die reguléren Sprachen sind. D.h. zu jeder reguléren
Sprache kann man einen NFA angeben, und umgekehrt lasst sich zu jedem
NFA auch zeigen, dass die von ihm erkannte Sprache reguléir laut Def. 1.1 ist.
Die erste Richtung ist recht einfach; die Hauptteile des Beweises haben wir
bereits gesehen.

Satz 1.6. Ist L regulir, so gibt es einen NFA A mit L(A) = L.
Beweis. Ubung,.

Fiir die Umkehrung dieses Satzes braucht man dazu z.B. das Arden’sche
Lemma. Den Beweis stellen wir wieder als Ubungsaufgabe.

Satz 1.7. Seien U,V C X* Sprachen, so dass ¢ ¢ U, und L C X* eine
Sprache, so dass L =ULUV. Dann gilt L =U*V .
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Beweis. Ubung,.

Dieser Satz ist das Werkzeug mit dem sich fiir die von einem NFA be-
schriebene Sprache ein regulirer Ausdruck finden lidsst. Der Trick dabei ist,
einen NFA mit n Zustinden als rekursives Gleichungssystem mit n Gleichun-
gen zu betrachten, welches man sukzessive durch Anwendung des Arden’schen
Lemmas 16sen kann.

Satz 1.8. Wird L von einem NFA erkannt, so ist L requldr.

Beweis. Sei L = L(A) fir einen NFA A = (Q, X, qr,6,F). O.B.d.A. nehmen
wir an, dass @ = {0,...,n — 1} und ¢; = 0 gilt.

Fiir jedes i = 0,...,n — 1 definieren wir nun die Sprache X; bestehend
aus all den Wortern, fiir die es einen in ¢ beginnenden akzeptierenden Lauf
in A gibt. Formell also X; = L(Q, X,4,, F). Beachte, dass L = Xj. Diese
Sprachen geniigen nun dem folgenden Gleichungssystem:

X = (U U {ox) u {{e} fallsi € F

a€eX jeb(i,a) (Z) ’ sonst

Mithilfe von offensichtlichen Transformationen und sukzessiver Anwendung
des Arden’schen Lemmas kénnen nun Ausdriicke fiir die X; bestimmt werden,
die zeigen, dass diese jeweils nach Def. 1.1 regulér sind. Da L = X, gilt dies
auch fiir L selbst. O

Beispiel 1.9. Als Beispiel betrachten wir den folgenden NFA.

Das dazugehorige Gleichungssystem—unter Auslassung einiger Klammern—
lautet wie folgt.:

X() == aX1 @] bX2 (I)

X1 == G,Xo (II)
X2 = an @] bXO U {6} (III)
X3 = (ZXQ (IV)

Einsetzen von (IV) in (III) liefert
Xy =aaXoUbXoUe (V)

also
Xz = (aa)*(bXoUe) (VI)

Einsetzen von (VI) und (1) in (T) liefert
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Xo = aaXo Ub(aa)*(bXo Ue)
Xo = (aa U b(aa)*b) Xy Ub(aa)*
Xo = (aa U b(aa)*b)*b(aa)*

wobei sich die zweite Gleichung durch Vereinfachung und die dritte Gleichung
wiederum mit dem Arden’schen Lemma ergibt. Damit ist Xy regulér.

1.1.3 Deterministische, endliche Automaten

Definition 1.10. Ein NFA A = (Q, X, qo, 6, F') heifit deterministisch (DFA),
falls fiir alle ¢ € @ und alle a € X gilt: |6(q,a)| = 1. In diesem Fall schreiben
wir auch einfach 6(q, a) = p statt 6(q,a) = {p}.

In einigen Anwendungsfillen sind nichtdeterministische Automaten nicht
ausreichend, sondern man braucht deterministische. Daher stellt sich die Fra-
ge, ob man zu jedem nichtdeterministischen Automaten oder—é&quivalenter-
weise—jeder reguldren Sprache auch einen deterministischen Automaten fin-
den kann, der diese erkennt. Die Antwort ist bekanntermafien “ja”, und sie
wird typischerweise durch eine als Potenzmengenkonstruktion bekannt gewor-
dene Umwandlung eines NFA in einen dquivalenten DFA gezeigt.

Satz 1.11. Wird eine Sprache L von einem NFA mit n Zustinden erkannt,
so wird L auch von einem DFA mit hochstens 2™ wvielen Zustdinden erkannt.

Beweis. Sei L = L(A) fiir einen NFA A = (Q, X, qo, 9, F). Dann sei P :=
(29,5, {qo}, A, F’) wobei fiir jedes S C Q und jedes a € X.

= U 4(q,a

q€eS

und F/:={SCQ|FNS#0}.

Man beachte, dass P in der Tat ein DFA ist: Vom Zustand S erreicht man
unter Lesen von a genau einen Zustand, auch wenn die Transitionsfunktion
hier als Vereinigungsmenge geschrieben ist. Zustédnde sind allerdings Mengen
von Zustidnden aus A, weswegen solch eine Vereinigungsmenge einen Zustand
darstellt.

Es bleibt zu zeigen, dass L(P) = L(A) gilt. Fiir die D-Richtung existiere
ein akzeptierender Lauf qq, . . ., ¢, von A auf einem Wort w = ag, ..., a,_1. Da
‘P deterministisch ist, existiert ein eindeutiger Lauf Sp, ..., S, von P auf w.
Es gilt offensichtlich gy € Sy, da Sp = {qo}. Dariiberhinaus wird die folgende
Invariante fiir alle i = 0,...,n—1 bewahrt: Ist ¢; € S;, so ist ¢;+1 € S;;1. Dies
ist der Fall, weil ¢;11 € 6(qi,a;) fiir alle diese 4 gilt. Somit gilt letztendlich
auch ¢, € S,, und da ¢, € F auch FF'N S, # 0, weswegen Sp,...,S, ein
akzeptierender Lauf von P auf w ist.

Fiir die C-Richtung sei Sy, . . ., S, ein akzeptierenden Lauf von P auf einem
Wort w =ag...a,_1. Falls n = 0, also w = €, so muss SoNF # () gelten, was
aber qo € F bedeutet, weswegen A auch w akzeptiert.
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Sei also n > 0. Beachte, dass jeder A-Zustand ¢ in einem S; in gewissem
Sinne mit einem ¢’ € S;_; verbunden ist: Fiir jedes i = 1,...,n und jedes
q € S; existiert ein ¢’ € S;_1, so dass ¢ € §(¢’,a;—1). Dies ist eine sofortige
Konsequenz aus der Definition von A. Dies bedeutet aber auch, dass sich fiir
jedes i =1,...,n und jedes ¢ € S; ein Lauf von A auf dem Wort ag...a;_1
konstruieren ldsst, der in ¢ endet. Da S, NF # (), gibt es ein ¢ € S, mit ¢ € F.
Die Anwendung dieser Beobachtung auf dieses ¢ und i = n liefert dann einen
akzeptierenden Lauf von A auf w. O

Da jeder DFA auch ein NFA per Definition ist, folgt also, dass die reguléren
Sprachen nicht nur genau diejenigen sind, die durch NFAs erkannt werden,
sondern ebenfalls genau diejenigen, die durch DFAs erkannt werden.

Eine wichtige Konsequenz aus der Tatsache, dass DFAs ausreichen, um re-
guldre Sprachen zu beschreiben, ist der Komplementabschluss der Klasse der
regulidren Sprachen. Beachte, dass zu einer gegebenen, formalen Beschreibung
« nicht ohne weiteres eine Beschreibung & fiir das Komplement der Sprache
gefunden werden kann. Dasselbe gilt fiir NFAs, da das Komplementieren aus
der existentiellen Quantifizierung iiber Laufe eine universelle Quantifizierung
machen wiirde. Diese kann aber i.A. nicht wieder als existentielle Quantifizie-
rung beschrieben und somit mit einem NFA erkannt werden. Da DFAs aber
auf einem gegebenen Wort jeweils einen eindeutigen Lauf haben, sind bei die-
sem Automatenmodell die Aussagen “es gibt einen Lauf auf w” und “fiir alle
Léufe auf w” dquivalent.

Satz 1.12. Fiir alle L C X* gilt: L € REG = L € REG.

Beweis. Sei L € REG. Laut Satz 1.6 gibt es dann einen NFA A mit
L(A) = L.Nach Satz 1.11 lasst sich dieser per Potenzmengenkonstruktion
in einen dquivalenten DFA B umwandeln. Es gilt also auch L(B) = L.

Sei nun B = (Q, ¥, qo, 6, F'). Definiere B := (Q, ¥, qo,0,Q \ F). Es bleibt
zu zeigen, dass L(B) = L(B) gilt.

“C” Wir nehmen an, dass w € L(B) gilt fiir ein beliebiges w € X*. Da B
deterministisch ist, gibt es einen eindeutigen Lauf qq, ..., ¢, von B auf w, so
dass ¢, € Q\ F. Beachte, dass Q \ F' die Endzustéinde von B sind. Da B und B
aber dieselben Anfangszustinde und Transitionsfunktion haben, ist qg, ..., ¢,
auch ein Lauf von B auf w. Dieser endet aber in einem Nichtendzustand bzgl.
B. Da ein DFA héchstens einen Lauf auf einem gegebenen Wort haben kann,
gibt es keinen akzeptierenden Lauf von B auf w, und somit gilt w & L(B) bzw.
w € L(B).

“2” Wir benutzen die C-Richtung. Beachte, dass B wiederum ein DFA ist,
fiir den dann auch die C-Richtung, also L(B) C L(B) gelten muss. Da F C Q
gilt auch Q\(Q\F) = F. Das bedeutet einfach, dass zweimal Komplementieren

wieder den alten Automaten herstellt, also B = B, woraus L(B) C L(B) folgt.

Dies ist aber #quivalent dazu, dass L(B) 2 L(B) = L(B) gilt, was noch zu
beweisen war.
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Somit ist B auch ein NFA und nach Satz 1.8 und ist L(B) = L auch eine
regulére Sprache. a

Sei L also eine regulére Sprache L, die von einem NFA mit n Zustédnden
erkannt wird. Dann l&sst sich zwar prinzipiell ein DFA fiir diese Sprache und
damit auch fiir L konstruieren. Die Anzahl seiner Zustinde ist im allgemeinen
aber exponentiell in n, d.h. sie kann nur durch 2" nach oben abgeschétzt
werden. Man kann sogar zeigen, dass dies optimal ist, d.h., dass es Sprachen
L, ,n € N gibt, die von einem NFA mit n+ 1 Zustédnden, aber nicht von einem
DFA mit weniger als 2" Zusténden erkannt werden.

Beachte, dass das Verfahren im obigen Beweis so préasentiert ist, dass der
resultierende DFA immer 2" Zusténde hat. Dies lasst sich jedoch verbessern,
indem man nur den Teil des DFA konstruiert, der vom Anfangszustand {qo}
aus erreichbar ist. In den meisten Féllen erhélt man so einen DFA mit we-
sentlich weniger als 2" Zusténden.

Auch ist es moglich, die Definition eines DFA leicht abzuschwéichen, indem
man verlangt, dass es zu jedem Zustand und jedem Alphabetsymbol hdchstens
statt genau einen Nachfolgezustand gibt. Man iiberlegt sich leicht, dass jeder
Automat durch Hinzunahme eines einzigen Zustands in einen umgewandelt
werden, der zu jedem Zustand und Alphabetsymbol einen Nachfolger hat,
ohne dass dabei die erkannte Sprache verdndert wird.

1.2 Entscheidbarkeit und Komplexitit

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir noch die algorithmische Hand-
habbarkeit der reguldren Sprachen. Dazu definieren wir mehrere Entschei-
dungsprobleme.

e Das Leerheitsproblem fiir regulire Sprachen ist das folgende. Gegeben ist
eine regulidre Sprache, reprisentiert durch einen NFA oder DFA A, ent-
scheide, ob L(A) = 0 ist.

e Das Universalititsproblem fragt, ob L(A) = X* fiir einen gegebenen NFA
A gilt.

e Das Wortproblem fragt zu gegebenem A und gegebenem Wort w € X*,
ob w € L(A) gilt.

Ersteres ist im Grunde das wichtigste Entscheidungsproblem fiir regulére
Sprachen, da sich viele andere Fragen—so auch Universalitéits- und Wortprob-
lem—auf dieses zuriickfiihren lassen.

Bevor wir zeigen, dass diese Probleme entscheidbar sind, machen wir noch
zwei Bemerkungen. Erstens kann die Komplexitéit solcher (oder #hnlicher)
Entscheidungsprobleme natiirlich von der Art und Weise, wie L représentiert
ist, abhéingen. Zweitens interessiert man sich oft fiir komplementére Proble-
me. So will man z.B. wissen, ob ein gegebener NFA eine nichtleere Sprache
beschreibt. Genau genommen handelt es sich dabei um das Nichtleerheitspro-
blem. Im folgenden werden wir diese beiden aber nicht weiter unterscheiden.
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Der Grund dafiir ist, dass wir bei solchen Entscheidungsverfahren meistens an
deterministischen Verfahren interessiert sind, und bei solchen macht es prinzi-
piell keinen Unterschied, ob man das gegebene Problem oder sein Komplement
16st.

Satz 1.13. Das Leerheitsproblem fiir NFAs mit n Zustinden ldsst sich in Zeit
O(n?) losen.

Beweis. Sei A = (Q, X, qo,0,F) mit || = n. Man kann A als gerichteten
und kantenbeschrifteten Graphen mit Knotenmenge () und Kantenrelation
q % ¢, genau dann wenn ¢ € §(q, a), auffassen. Mithilfe einer Breiten- oder
Tiefensuche, die alle von ¢gg aus erreichbaren Zustidnde markiert, liasst sich in
Zeit O(n?) feststellen, ob es einen Zustand ¢ € F gibt, welcher von gy aus
erreichbar ist. Beachte, dass Breiten- oder Tiefensuche im worst-case linear in
der Anzahl der Kanten eines Graphen sind. Diese wiederum kann natiirlich
quadratisch in der Anzahl der Knoten des Graphen sein.

Ist ein Endzustand in diesem Verfahren markiert worden, so ist L(A) # 0,
denn der Pfad von gy nach ¢ beschreibt einen akzeptierenden Lauf von A auf
dem Wort, welches durch Konkatenation der einzelnen Kantenbeschriftungen
entlang dieses Pfades entsteht. Wird in der Suche kein Endzustand markiert,
so muss L(A) = ) sein, dann kein Lauf von A auf irgendeinem Wort kann in
einem Endzustand enden. ad

Das Wortproblem ist ebenfalls entscheidbar. Man kann im Prinzip ein &hn-
liches Verfahren verwenden, in dem der NFA A wieder als gerichteter Graph
aufgefasst wird. Allerdings wird die Tiefen- oder Breitensuche so modifiziert,
dass sie in Tiefe ¢ nur noch diejenigen Nachfolger als erreichbar markiert, die
Nachfolger eines erreichbaren Zustands bzgl. des i-ten Symbols des Einga-
beworts sind. Auflerdem darf die Suche natiirlich nicht abbrechen, wenn in
einer Iteration keine neuen erreichbaren Zustdnde gefunden wurden, sondern
sie muss solange weitersuchen, bis alle in Tiefe |w| erreichbaren Zusténde ge-
funden wurden. Insgesamt ergibt sich so eine Laufzeit von O(n? - |w|), falls A
genau n Zustédnde hat.

Die folgenden Probleme sind fiir gegebene endliche Automaten A, B eben-
falls entscheidbar.

a) Das Schnittproblem: Ist L(A) N L(B) = 07
b) Das Aquivalenzproblem: Ist L(A) = L(B)?
¢) Das Subsumptionsproblem: Ist L(A) C L(B)?
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Schwache, monadische Logik zweiter Stufe

In diesem Kapitel lernen wir die erste Anwendung von Automaten auf Ent-
scheidungsprobleme in der Logik kennen. Wir definieren die schwache mona-
dische Logik zweiter Stufe (engl.: weak monadic second order logic, WMSO)
und zeigen, dass die Allgemeingiiltigkeit und Erfiillbarkeit von Formeln in
dieser Logik mithilfe von Automaten entschieden werden kann.

2.1 Syntax und Semantik

Definition 2.1. Seien zwei abzéhlbar unendliche Mengen von erststufigen Va-
riablen Vi = {x,y,...} und zweitstufigen Variablen Vo = {X,Y,...} gegeben.
Formeln der schwachen monadischen Logik zweiter Stufe iiber Vi, V5 sind
gegeben durch folgende Grammatik.

o w= o<y|X@) |1V |p|3ze|IXp
wobei x,y € Vi und X € V5.

Das bedeutet also, dass fiir je zwei erststufige Variablen x,y der Ausdruck
x < y eine Formel ist. Auflerdem ist X (z) eine Formel, wenn X zweitstufige
und z erststufige Variable ist. Sind ¢1, @2 Formeln, so auch ¢ V @s. Ist ¢
Formel, so auch —¢ und Jx.pp und 3X.p, wobei wiederum x erst- und X
zweitstufig ist.

In der Regel verwendet man Kleinbuchstaben fiir erststufige Variablen
und Grofibuchstaben fiir zweitstufige Variablen. Man kann aber auch andere
Objekte, z.B. Bezeichner, fiir die Variablen verwenden; es muss nur immer
klar sein, was eine Variable ist und welche Stufe sie hat.

Intuitiv rangieren die erststufigen Variablen iiber natiirliche Zahlen und
die zweitstufigen iiber endliche Mengen von natiirlichen Zahlen. Die anderen
Symbole haben die iibliche Bedeutung, wir definieren sie spéter noch formal.
So bedeutet etwa die Formel —3y.y < x, dass = gleich Null ist.

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Wir benutzen u.a. die folgende, iiblichen Abkiirzungen.

AP = (V) e = —pVY
Ve.p = —-Jdz.—gp VX.o = —3X.—gp
r<y = ~(y<uz) r=y = z<yA-(z<y)
z=0 = —-Jyy<z

Die Formel

AX.(Ve.x=0 — X (2)) A (Va. X (z) = Jy.x <y A X(y))

besagt dann, dass eine endliche Menge X existiert, die die Null enthélt, al-
so insbesondere nicht leer ist, und die zu jedem Element noch ein grofleres
enthilt. So eine Menge gibt es nicht, also ist diese Formel falsch genauso, wie
etwa die Formel Jz.z < x.

Ein Vorkommen einer Variablen x (oder X) in einer Formel heifit gebun-
den, wenn im Syntaxbaum tiber ihm der Operator 3z, bzw. 3X vorkommt.

Ansonsten heifit dieses Vorkommen frei. Wir schreiben auch ¢(X7,..., X,
Z1y...,%y,m) um anzudeuten, dass die freien Variablen in ¢ zu der Menge
{X1,..., X, 21,..., 2y} gehoren. Eine Formel ohne freie Variablen wird auch

Satz genannt.

In der Formel —3y.y < x ist also x frei und y gebunden. In der Formel
Va.(—-Jy.y < z) = X(z) ist X frei und x,y sind beide gebunden. Die Bedeu-
tung einer Formel hingt von den Werten ihrer freien Variablen ab; je nach
deren Belegung kann sie wahr oder falsch sein. Ein Satz ist also per se entweder
wahr oder falsch. Z.B. ist die o.a. Formel dz.z < z ein falscher Satz, wihrend
IXVo. X (z) — Jy.x < y A X(y) ein wahrer Satz ist; man kann ndmlich fiir X
die leere Menge nehmen.

Definition 2.2. Wir definieren die Semantik einer WMSO-Formel als eine
Relation |= zwischen Belegungen und Formeln; erstere sind definiert als Ab-
bildungen I, die erststufigen Variablen natiirliche Zahlen und zweitstufigen
Variablen endliche Mengen von natiirlichen Zahlen zuordnen.

IExz=y <= I(@)=1I(y)

ITEx<y <<= I(x)<lI(y)

IE=X(z) <= I(z)el(X)

ITEpVYy <<= ITEgpoderlEY

I'E-p = I}y

IE=3Jzp <= esgibteini e N, sodass I[z—i] =
IE3dX.¢ <= esgibt eine endliche Teilmenge M C N, so dass

IX = M| ¢

wobei I[z — 4] diejenige Abbildung ist, die x auf ¢ abbildet und sich wie
I auf allen anderen Argumenten verhilt. Ahnliches gilt fiir die Abbildung
I[X — M].

Zwei Formeln sind dquivalent, ¢ = 9, falls fir alle I gilt: [ = ¢ <— I |
.
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Ist o ein Satz, so gilt I = ¢ <= I’ | ¢ fiir alle Belegungen I, I’; die Be-
deutung eines Satzes héngt also gar nicht von der Belegung ab. Man schreibt
in diesem Falle daher |= ¢, falls T | ¢ fiir ein und damit fiir alle I gilt.

Gilt I = ¢ fiir mindestens ein I, so ist ¢ erfillbar. Eine Interpretation
I mit I | ¢ heit Modell von ¢. Die kleinste Zahl n, so dass I(x) < n
und I(X) C {0,...,n — 1} heiBt Grdfie des Modells I. Eine Formel, die kein
Modell hat, heifit unerfillbar. Eine Formel ¢, derart dass I |= ¢ fiir alle I gilt,
hei3t allgemeingiiltig. Eine Formel ¢ ist allgemeingiiltig genau dann, wenn —¢p
unerfiillbar ist.

Allgemeiner gilt I = ¢ <= I' |= ¢, falls I und I’ auf den freien Variablen
von ¢ iibereinstimmen; die Bedeutung einer Formel ¢ héngt also nur von der
Einschrankung der jeweiligen Belegung auf die freien Variablen ab. Daher
definiert man die Notation I = ¢ auch fiir endliche, partielle Belegungen I
solange diese auf den freien Variablen von ¢ definiert sind.

Dadurch kann man insbesondere auch sinnvoll die Frage stellen, ob es zu
gegebenem I und ¢ entscheidbar ist, ob I = ¢ gilt. Wir werden diese Frage
weiter unten bejahen.

2.2 Verbindung zur Theorie formaler Sprachen

Sei X ein Alphabet. Fiir jedes Symbol a € X fiithren wir eine zweitstufige
Variable P, ein.

Fin Wort w = ag . ..a,—1 iiber X' definiert dann eine Belegung I,, dieser
Variablen durch I,,(P,) = {i < n | a; = a}. Es bezeichnet also I,(P,) all
diejenigen Positionen, an denen in w ein a steht. Diese Positionen werden
immer ab 0 gezéhlt, also ist z.B.: (abab)(1) = b und I,(P) = {1, 3}. Beachte,
dass die Menge I,,(P,) stets endlich ist.

Um I, auch formal zu einer Belegung zu machen, legt man I, fiir die
anderen Variablen willkiirlich fest oder beruft sich auf die oben getroffene
Konvention iiber endliche Belegungen.

Umfassen die freien Variablen einer Formel ¢ hochstens die Variablen P,
fiir a € X, also keine erststufigen Variablen und auch keine anderen zweitstu-
figen Variablen als die P,, so macht es Sinn, ihren Wahrheitswert unter einer
Belegung I, zu betrachten, denn dieser hiangt dann nicht von den willkiirlichen
Setzungen ab. Mit der weiter oben diskutierten Erweiterung der Semantik auf
partielle Belegungen kann man dann auch auf die willkiirlichen Setzungen
verzichten.

Beispiel 2.3. Sei ¥ = {a,b}. Wir betrachten die Formel ¢ = V.= (P, (z) A
Py(x)). Fir jedes Wort w € X* gilt hier I, = ¢, denn an keiner Position
kann sowohl a als auch b stehen.

Die Formel ¢ = Va.Vy.(P,(z) A Py(y)) — x < y gilt nicht fiir alle Worter.
Es ist I qabbbp ): 1, aber I qpap l# 1, weil hier Pb(Q) (formal 2 € I(m,bab(Pb))
und P,(3) gilt, aber natiirlich nicht 3 < 2.
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Auf diese Weise definieren WMSO-Formeln Mengen von Wortern, also
Sprachen.

Definition 2.4. Sei X ein Alphabet und ¢ eine WMSO-Formel deren freie
Variablen ausschlieBlich zweitstufig und in {P, | a € X'} enthalten sind. Die
Sprache L(y) C X* ist dann definiert durch

Lip) = {we X[ 1, | ¢}
wobei I,(Py) = {i < |w| | w(i) = a}.
Eine Sprache L C X* heiit WMSO-definierbar, falls es eine WMSO-
Formel ¢ gibt mit L = L(p).

Wir betrachten ein paar Beispiele von WMSO-definierbaren Sprachen.

Beispiel 2.5. a) Die Formel ¢ = Va.Vy.(P,(z) A Py(y)) — x < y definiert die
Sprache a*b*.
b) X*abX* ist WMSO-definierbar durch die Formel

eIy Po(z) NBy(y) Nz <yA-Tzax<zAz<y

¢) L = {w € {a,b}* | |w| ist ungerade } ist WMSO-definierbar durch die
Formel

Vma:z:.(ﬂ(Pa(max) Y% Pb(max))) A (Vy.—'(Pa(y) V Py(y)) — maz < y) —
3X.X(0) A (Vx.Vy.succ(x, y) Ay < maz — (X(x) <> ﬁX(y))) A X (maz)

wobei ¥(0) := 3z.2=0A(2) und suce(z,y) ==z < yA-Jz.x < zAz <y.
Die Variable maz bezeichnet hier immer die Wortlénge; sie ist ja festgelegt
auf die kleinste Position an der kein Buchstabe mehr steht. Die Menge X
umfasst alle geraden Zahlen kleiner oder gleich der Wortldnge, da sie 0
enthilt und “immer abwechselt”.

d) L = {w € {a,b,c}* | in w folgen auf jedes a nur a’s bis irgendwann ein b
auftritt } ist auch WMSO-definierbar durch die folgende Formel.

Va.Py(x) = Jy.Poly) Ne <y AVzax < zAz<y— Pu(z)

Die hier definierte Formel succ(x,y) besagt, dass y der Nachfolger von x ist.

Man kann WMSO auch mit succ(z,y) anstelle von x < y als primitiver
zweistelliger Formel einfiihren: Die Formel x < y lidsst sich dann namlich wie
folgt definieren:

<y = VX.(Vu.X(u) = Yv.succ(u,v) — succ(y,v) V X (v)) —

X(z) = X(y)
z=y = rv<yAy<zx
<y = x<yA-(r=y)

Mit anderen Worten: z < y genau dann, wenn jede endliche Menge, die bis
einschliellich y unter Nachfolger abgeschlossen ist, mit x auch y enthélt.
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2.2.1 Von Automaten zu Formeln

Satz 2.6. Zu jeder requliren Sprache L tiber einem Alphabet X lisst sich eine
WMSO-Formel ¢, angeben, so dass L(¢yr) = L.

Beweis. Es sei ein NFA A = (Q, X, qr1,9, F) fir L vorgelegt. Wir nehmen an,
dass @ = {1,...,n} mit ¢; = 1 und ¢; ¢ F. Wir fithren nun zweitstufige
Variablen X7,...,X,, ein, die diesen Zusténden entsprechen. Die Idee ist, ¢,
in der Form 3X; ...3X,, ... zu konstruieren, wobei die existentiellen Zeugen
fiir die X; dann einen erfolgreichen Lauf des Automaten repriisentieren sollen.
Insbesondere soll X, (i) bedeuten, dass der Automat nach Abarbeiten des i-ten
Symbols im Zustand ¢ ist.
Hierzu definieren wir folgende Hilfsformeln:

uni(maz) = V.o < maz — (\/ Xq(x)) A ( ]\ ~(Xq(2) A Xy (2)))
q a#q’
init(maz) = (mazr =0)V Vr.o=0— \/ P(z) N Xy (x))
(¢",a):q"€58(1, a)
lauf (maz) := Yy.y < mazx — Vr.succ(z,y) \/ P,( () AN Xy ()
(9,4',a):q 65(q a)

akz(max) = Jx.succ(x, maz) \/ X
S

Ein “grofies Oder”, wie in \/, ..., bezeichnet eine Disjunktion (V) mit
n = |Q| Summanden. Man beachte, dass n fest ist, so dass man solch eine
Disjunktion mit der vorhandenen Syntax ausdriicken kann. Eine alternative
Notation wire @1 V --- V ¢,. Analog bezeichnet Aq#q/ ... eine Konjunktion
mit n? — n Faktoren, die den Zustandspaaren (q,q’) mit q # ¢’ entsprechen.
Jetzt setzen wir

¢ = 3Xi...3X,.Vmaz.=(P,(maz) V P,(maz))A
(Vy (Pa(y) V Py(y) = maz < y) —

uni(maz) A init(maz) A lauf (maz) A akz(max))

Wie im Beispiel weiter oben bezeichnet maz gerade die Wortlénge.

Die Klausel uni(maz) stellt sicher, dass an jeder Position x < |w| genau
eine der X (z) gesetzt ist; init(maz) stellt sicher, dass der Zustand an Position
0 durch Lesen des ersten Symbols vom Startzustand aus entsteht, es sei denn,
maz = 0. Die Klausel lauf(maz) besagt, dass an allen weiteren Positionen
der Folgezustand aus dem vorherigen mithilfe von 0 entsteht und akz(max)
schliefflich besagt, dass der letzte Zustand ein Endzustand ist es sei denn
max = 0 und q; € F. a
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2.2.2 Von Formeln zu Automaten

Nunmehr wollen wir eine Art Umkehrung des eben bewiesenen Satzes for-
mulieren, dahingehend, dass die Semantik beliebiger WMSO-Formeln durch
NFA beschrieben werden kann. Hierzu repréasentieren wir Belegungen I einer
festen endlichen Teilmenge X der Variablen als Worter w; iiber einem ge-
eigneten Alphabet Yy und ordnen dann jeder Formel ¢, die nur Variablen
aus X enthélt (frei oder gebunden) einen NFA A, zu (und zwar durch ein
konstruktives Verfahren), derart dass I = ¢ <= wr € L(A,). Man kann
dann insbesondere feststellen, ob ein Satz ¢ wahr ist, indem man priift, ob
L(.Aga) # 0 ist.

Sei also jetzt eine endliche Variablenmenge X fixiert, die sowohl erst- als
auch zweitstufige Variablen beinhaltet. Wir wihlen als Alphabet Xy Bewer-
tungen dieser Variablen mit Wahrheitswerten, also Xy = 2%. Ein Buchstabe
in X ist also eine Funktion von & nach {0, 1}.

Einer Belegung I der Variablen in X ordnen wir jetzt ein Wort w; € X%
zu. Die Linge von wy ist gerade so grof}, dass alle Zahlen, die in I eine Rolle
spielen, Positionen in wy sind, d.h. |w;| wird so klein wie moglich gewiihlt
unter der Bedingung, dass fiir alle x € X' gilt I(z) < |wy| und fir alle X € X
und i € I(X) gilt ¢ < |wy].

Fiir ¢ < |wy| definieren wir dann den i-ten Buchstaben w; (i) durch

| o fallsi # I(z)
wi(i)(z) = {1 , falls i = I(x)

und
0 ,fallsi¢I(X)

wr(i)(X) = {1 , falls i € I(X)

Man kann sich das Wort wy als ein mehrspuriges {0, 1}-Wort vorstellen, mit
einer Spur fiir jede Variable. Ist zum Beispiel X = {X,Y, 2} und I(X) = {0,4}
und I(Y) = {1,3} und I(z) = 2, so hat w; die Lénge 5 und kann wie folgt

veranschaulicht werden:
X|10001

Y|01010
200100

Der Buchstabe wy(3) ist also die Funktion, die X auf 0 und Y auf 1 und x
auf 0 abbildet, oder zusammengefasst die folgende Spalte

0
1
0

Die Spuren, die erststufigen Variablen entsprechen, enthalten immer genau
eine 1 und sonst nur Oen, wihrend die Spuren, die den zweitstufigen Variablen
entsprechen, beliebige Bitmuster aufweisen.
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Durch Induktion iiber den Formelaufbau definieren wir nun den gesuch-
ten Automaten A,. Der Automat erwartet jeweils, dass das Eingabewort
tatsichlich von der Form w; ist.

Der Automat fiir X (x) muss priifen, ob an der Stelle, an der in der z-Spur
eine 1 steht, auch in der X-Spur eine 1 steht.

Der Automat fiir < y priift, ob das Vorkommen der 1 auf der x-Spur
vor dem auf der y-Spur erscheint.

Den Automaten fiir ¢ V¢ erhilt man aus den Automaten fiir ¢ und ¥ wie
in der Automatenkonstruktion fiir die Vereinigungsmenge; intuitiv rit man
nichtdeterministisch, ob man das angebotene Wort entweder geméf A, oder
gemif Ay, verarbeiten mochte.

Den Automaten fiir ~¢ erhélt man aus A, durch Komplementierung, also
Determinisierung mit der Potenzmengenkonstruktion gefolgt von der Vertau-
schung der End- und Nichtendzustéande.

Den Automaten fiir 3X.¢ erhélt man aus A,, indem man den Inhalt der
zu X gehorigen Spur nichtdeterministisch errét. Die Zustédnde von Asx , sind
dieselben wie die von A, auch Start- und Endzusténde sind unveréndert. Die
Folgezustiande von (¢, a) umfassen alle Folgezusténde von ¢ in A, die einem
Symbol a’ entsprechen, das mit a an allen Spuren bis auf der zu X gehorigen
iibereinstimmt. Dariiberhinaus ist noch der Moglichkeit Rechnung zu tragen,
dass X Elemente enthélt, die grofler oder gleich der Léange des Eingabewortes
sind. Alle Zustdnde, von denen aus ein Pfad zu einem Endzustand existiert,
dessen Beschriftungen allenfalls in der X-Spur eine 1 enthalten, werden daher
zu Endzustdnden gemacht.

Den Automaten fiir 3z.¢ erhélt man in dhnlicher Weise, wobei man zusétz-
lich dafiir Sorge tragen muss, dass genau einmal eine 1 geraten wird und sonst
immer nur Oer.

Die detaillierte Konstruktion verbleibt als Ubung. Insgesamt erhilt man
so also zu jedem WMSO-Satz, der Pradikate P, fiir jedes a € X enthilt, einen
dquivalenten NFA iiber Y. Es ergibt sich somit das folgende Resultat.

Satz 2.7. Zu jedem WMSO-Satz ¢ existiert ein NFA A, mit L(Ay,) = L(p).

2.2.3 Regularitit und WMSO-Definierbarkeit

Aus den obigen zwei Konstruktionen ergeben sich nun wichtige Folgerungen.
Die erste fasst lediglich die Siatze 2.7 und 2.6 zusammen.

Satz 2.8. Fine Sprache L C X* ist regulir genau dann, wenn sie WMSO-
definierbar ist.

Die néchste kombiniert dies mit der Tatsache, dass das Leerheitsproblem
fiir NFAs entscheidbar ist.

Satz 2.9. Sei ¢ eine Formel und I eine Belequng. Es ist entscheidbar, ob

IEe.
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Beweis. Ubung,.

Wir betrachten noch das existentielle Fragment WEMSO von WMSO.
Dies besteht aus allen Formeln, die in positiver Normalform keine universellen,
zweitstufigen Quantoren enthalten. So ist IX.Vy.P,(y) — Jr.x < y A X(x)
z.B. eine WEMSO-Formel; die Formel Va.(3X.Vy.P,(y) — X(y)) — Py(x)
jedoch nicht, weil die Quantifizierung iiber X dort auf der linken Seite der
Implikation steht und somit eigentlich eine universelle Quantifizierung ist.
Universelle erststufige Quantoren sind in WEMSO jedoch erlaubt.

Es ist bemerkenswert, dass WEMSO bereits genauso ausdrucksstark ist
wie WMSO.

Satz 2.10. Fine Sprache L C X* ist WMSO-definierbar genau dann, wenn
sie WEMSO-definierbar ist.

Beweis. Die Richtung “<” ist trivial, da jede WEMSO-Formel natiirlich auch
eine WMSO-Formel ist. Fiir die Richtung “=-" betrachtet man die &dquivalenz-
erhaltenden Ubersetzungen einer WMSO-Formel in einen NFA und dann

zuriick aus den Sétzen 2.7 und 2.6 und vergewissert sich, dass die resultieren-
de Formel in der Tat zu WEMSO gehort. ad

Zuletzt analysieren wir noch die worst-case-Komplexitit der Ubersetzung
einer WMSO-Formel in einen NFA. Seien A; und As zwei NFAs mit jeweils
hochstens n Zustéinden. Dann hat ein NFA

e fiir die Vereinigung hochstens 2n + 1,
e fiir das Komplement hochstens 27,
e fiir die existenzielle Quantifizierung hochstens n

Zustdnde. Damit kann eine Formel ¢ mit k logischen Operatoren zu einem
NFA A mit 259(@ vielen Zusténden fiir ein ¢ € N fithren, wobei

.
26 = ¢ und fa1 = 2%

2.3 Implementierung der monadischen Logik

In diesem Abschnitt lernen wir die praktisch einsetzbare Implementierung
MONA der schwachen monadischen Logik kennen.

2.3.1 Das Tool MONA

MONA liest eine WMSO-Formel, konstruiert den dazugehoérigen Automaten
und entscheidet mit dessen Hilfe, ob die Formel giiltig, unerfiillbar, oder keines
von beiden ist. Im Falle der Erfiillbarkeit wird eine erfiillende Interpretation
minimaler Grofle angegeben. Ist die Formel nicht allgemeingiiltig, so wird eine
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falsifizierende Interpretation minimaler Grofle angegeben (“Gegenbeispiel”).

Falls gewiinscht, wird auch der Automat als Zustandstabelle angegeben.
Wir erldutern die Syntax und Verwendung von MONA hier anhand von

Beispielen; fiir die formale Definition verweisen wir auf die Dokumentation.
Sei even.mona eine Datei des folgenden Inhalts:

var2 A;

varl maxi;

maxi = 9;

0 notin A &

alll i: i < maxi => (i+1 in A <=> i in A)

Die ersten beiden Zeilen deklarieren zwei freie Variablen: A (zweitstufig)
und maxi (erststufig). Die dritte Zeile entspricht der Formel

Jxg. 325 ... 2. /\ suce(wi, xip1) Ao = 0 A x9 = maxi
i<9
und stellt sicher, dass mazi den Wert neun erhélt.

Mit dem Befehl mona even.mona erhilt man folgende erfiillende Interpretati-
on:

A = 0101010101
A=1{1,3,57,9}
mazi =9
Mit der Option -w erhiilt man auch den Automaten.
Die MONA-Datei kann, wie auch in diesem Beispiel, mehrere Formeln
enthalten; diese verstehen sich als Konjunktion, sind also simultan zu erfiillen.

2.3.2 Spezifikation eines Binérzihlers

Als néchstes wollen wir mit vier Mengenvariablen bis 16 zéhlen:

var2 A, B, C, D;
varl maxi;

O notin A & O notin B & O notin C & O notin D &

maxi in A & maxi in B & maxi in C & maxi in D &

alll i: i < maxi =>

(i+1 in A <=> i notin A)
& ((i+1 in B <=> i notin B) <=> (i+1 notin A & i in A))
& ((i+1 in C <=> i notin C) <=> (i+1 notin B & i in B))
& ((i+1 in D <=> i motin D) <=> (i+1 motin C & i in C)))

An der Stelle 0ist A= B =C = D =0 (formal also =A(0), etc.), an der
Stelle maxi ist A= B = C = D = 1. Dazwischen schreiten A, B, C, D wie ein
Binérzéhler fort. Somit muss maxi mindestens 15 sein.

Wir koénnen also mit & Mengenvariablen eine Mindestgrole des Modells
von 2F erreichen. Durch Verfeinerung dieser Methode kann man noch viel
groflere Modelle erzwingen, aber dazu spéter mehr.
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2.3.3 Spezifikation eines Addierers

Im folgenden Beispiel verwenden wir endliche Mengen von natiirlichen Zahlen,
also die Werte zweitstufiger Variablen, um Bitmuster, also z.B. Binédrzahlen zu
reprasentieren. So représentiert man z.B. das Bitmuster 0110101 entsprechend
der Biniirzahl (1010110), = 86 als {1,2,4, 6}, und es ist 86 = 26 + 2% + 224+ 21,

Auf diese Weise reprisentiert also eine zweitstufige Variable ein Bitmuster
beliebiger Linge; man kann das verwenden, um “Leitungen” in Familien logi-
scher Schaltkreise, die mit einer Wortléinge parametrisiert sind, darzustellen.
Wir tun dies hier fiir eine Familie von Addierwerken.

Wir geben uns eine Wortlidnge $ vor:

varl $;

Hier ist $ ein ganz normaler Bezeichner.
Die folgenden beiden Direktiven relativieren freie und gebundene Variablen
auf den Bereich 0..$:

defaultwherel(p) = p <= $;
P

defaultwhere2(P) = sub {0,...,$};
Ab jetzt bedeutet also zum Beispiel al11 i: ... in Wirklichkeit al11 i:
i <= § => .... Wir definieren folgende Hilfspréadikate:

pred at_least_two(var0O A,varO B,var0O C) =
(A&B) | (A&C) | (B&C);
pred mod_two(var0 A,var0O B,varO C,var0 @d) = (A <=> B <=> C <=> @d);

Das erste driickt aus, dass mindestens zwei von drei Boole’schen Variablen
wahr sind. Die zweite driickt aus, dass @d die Summe modulo 2 von A, B und
C ist.

Solche Hilfspridikate konnen als Abkiirzungen &hnlich wie Makros in
der Programmiersprache C verstanden werden. Fiir die “nulltstufigen” Boo-
le’schen Variablen kénnen beliebige Formeln eingesetzt werden. MONA er-
laubt Boole’sche (“nulltstufige”) Variablen auch in quantifizierter Position.
Diese verstehen sich als Konjunktion (V), bzw. Disjunktion (3), iiber die ent-
sprechenden Wahrheitswerte. Z.B. bedeutet VA.p(A) dann ¢(0) A ¢(1).

Das nun folgende Préadikat driickt aus, dass Result die Summe von X
und Y ist. Dabei werden die zweitstufigen Variablen Result, X, Y jeweils als
Binéirzahlen aufgefasst. Cin ist ein initialer Ubertrag; Cout ist der resultieren-
de Ubertrag.

pred add(var2 X, var2 Y, var2 Result, var0O Cin, varO Cout) =
ex2 C: (0 in C <=> Cin)
& (alll p:
mod_two(p in X, p in Y, p in C, p in Result)
& (p < $=> ((p+t1 in C)
<=> at_least_two(p in X, p in Y, p in C))))
& (Cout <=> at_least_two($ in X, $ in Y, $ in C));
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Die existentiell quantifizierte Variable C bezeichnet die Ubertragsbits. Ge-
nerell bietet sich existentielle Quantifizierung fiir die Modellierung interner
Leitungen an.

Die WMSO erweitert die klassische Aussagenlogik um eine weitere “un-
endliche” Dimension: eine zweitstufige Variable bezeichnet gleich einen ganzen
Vektor Boole’scher Variablen beliebiger Lénge. Im Beispiel nutzen wir diese
zusitzliche Dimension, um parametrisierte Schaltkreise zu modellieren (Ad-
dieren von $-vielen Bits statt nur 3 oder 5 Bits). Alternativ oder manchmal
sogar gleichzeitig lasst sich die unendliche Dimension zur Modellierung der
Zeit einsetzen.

2.3.4 Spezifikation eines Synchronaddierers

Als nichstes definieren wir einen “effizienteren” Addierer, in dem der Ubertrag
separat vorab berechnet wird. Dadurch muss nicht auf das Ergebnis des jeweils
vorherigen Ergebnisbits gewartet werden.

pred sync_add(var2 X, var2 Y, var2 Result, varO Cin, Cout) =
ex2 C:
(alll i:i in C <=> i=0 & Cin |
exl j: j<i & (alll k:j<k&k<i=> k in X | k in Y) &
at_least_two(j in X, j in Y, j=0&Cin)) &
(alll p: mod_two(p in X, p in Y, p in C, p in Result)) &
(Cout <=> at_least_two($ in X, $ in Y, $ in C));

Das Ubertragsbit ist an Position i gesetzt, wenn entweder i = 0 und Cin
gesetzt ist, oder aber an einer fritheren Position ein Ubertrag aufgetreten ist
und zwischen 7 und j nicht wieder verschluckt wurde.

Wir kénnen nun formulieren, dass beide Versionen dquivalent sind:

all2 X,Y,Z: all0 Cin, Cout:
add(X,Y,Z,Cin,Cout) <=> sync_add(X,Y,Z,Cin,Cout);

Das ist in der Tat der Fall, wie die folgende MONA-Ausgabe zeigt.

Automaton has 3 states and 3 BDD-nodes
ANALYSIS
Formula is valid

Als Gegenprobe dndern wir j < ¢ zu j < ¢ um: die Formel wird unerfiillbar,
d.h. falsch.

Ersetzen wir die quantifizierten Variablen durch freie Variablen, so kénnen
wir auch konkret Ergebnisse ausrechnen:

var2 X, Y, Z; varO Cout; $ = 5; X = {2,3};
# X=12 Y = {0,2,3,5}; # Y=35 sync_add(X,Y,Z,false,Cout);

Ein (das) erfiillende(s) Modell setzt Z auf {0, 3,4,5} und Cout = false.
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2.4 Komplexitiat des Entscheidungsproblems

Sei 2,, definiert durch 29 = 1 und 2,,; = 2%. Wir haben bereits einen
Algorithmus kennengelernt, der zu einer gegebenen WMSO-Formel der Lénge
n einen Automaten der Grole 2¢(,,) bildet und daraus abliest, ob die Formel
erfiillbar ist. Wir wollen jetzt zeigen, dass es prinzipiell nicht effizienter gehen
kann in folgendem Sinne.

Satz 2.11. Sei T eine Turingmaschine und p ein Polynom, so dass T bei
Fingabe eines Wortes w nach spditestens 2,y Schritten hilt. Es existiert
eine in polynomialer Zeit berechenbare Funktion f, die jedem Wort w eine
WMSO-Formel f(w) zuordnet, derart, dass f(w) wahr ist genau dann, wenn
T das Wort w akzeptiert.

Somit ist das Entscheidungsproblem fiir WMSO nicht leichter, als irgend-
ein beliebiges anderes Problem der Zeitkomplexitét 2,,1y(,). Aus dem Zeit-
hierarchiesatz der Komplexitéatstheorie folgt dann, dass die angegebene obe-
re Schranke fiir das Entscheidungsproblem nicht essentiell verbessert werden
kann: Angenommen, es gibe einen Algorithmus, der zu vorgelegter WMSO-
Formel ¢ deren Erfiillbarkeit entscheidet und eine worst-case Zeitkomplexitét
von z.B. 2?0“) fiir ein festes ¢ hat. Dann konnte man auch jedes Problem, wel-

ches sich in sogenannter nichtelementarer Zeit 2,01y () 16sen lésst, doch auch

in elementarer Zeit 2?0(1) 16sen. Dazu miisste man ja nur die entsprechende
Turing-Maschine T und ihre Eingabe nehmen und in polynomialer Zeit die in
Satz 2.11 beschriebene Reduktion auf das Erfiillbarkeitsproblem von WMSO
reduzieren, welches sich laut Annahme in Zeit 2?0(1) 16sen liefle. Der erwéhnte
Zeithierarchie-Satz besagt jedoch, dass es Probleme geben muss, fiir die dies
nicht moglich ist.

Zum Beweis des Satzes 2.11 geben wir uns also eine solche Maschine T'
und Polynom p vor. Die Maschine T akzeptiert w genau dann, wenn es ein
Wort

W = WoHFWI FWoAFWsFHFWAHWs HWeFHWIF . .. FFWN

gibt, wobei N = 2,(,,|), die Raute (#) ein besonderes (Trenn-)Symbol ist,
und die w;, i = 0,..., N globale Konfigurationen (Zustand, Kopfposition und
Bandinhalt) kodieren, in einer Weise, dass:

e w die initiale Konfiguration von 7" mit Eingabe w ist,

e w;y, die Folgekonfiguration von w; gemif der Ubergangstafel von T ist
(i.Z. manchmal w; Fr w;41),

e wy eine akzeptierende Konfiguration ist.

Durch Wahl einer geeigneten Kodierung kénnen wir annehmen, dass alle w;
die Lange N haben.

Die genannten Eigenschaften an solch ein Wort w lassen sich sehr einfach in
WMSO spezifizieren, sofern es nur gelingt, ein Préidikat dist(x,y) zu definieren,
derart dass dist(z,y) <= y—a = N. Indem wir die w; ggf. mit Leerzeichen
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kiinstlich verldngern, sehen wir, dass schon dist(z,y) <= y —x = N’ wobei
N’ > N geniigen wiirde.

Ein solches wollen wir jetzt definieren. Natiirlich muss die Groe der For-
mel dist(z,y) polynomial in n sein, sonst entstiinde keine polynomiale Re-
duktion; die oben skizzierte Ubersetzungsfunktion f wire also nicht in poly-
nomialer Zeit berechenbar.

Wir diirfen also insbesondere nicht einfach schreiben

dist(z,y) <= y=x+14+14+14+14+14---+1

(N 4+ 1 Summanden)

Sei die Funktion F definiert durch F(0) = 1, F(n + 1) = F(n)2F™). Offen-
sichtlich gilt F(n) > 2,, fiir alle n € N.

Satz 2.12. Zu gegebenem n € N ldsst sich in polynomialer Zeit eine Formel
dist,(x,y) berechnen, derart dass dist,(x,y) <= y—x = F(n). Insbesondere
ist die Linge von dist,(x,y) polynomial in n.

Beweis. Man definiert die Formeln rekursiv {iber n wie folgt.

Wir setzen disty(x,y) : <= y = x + 1. Wegen F(0) = 1 leistet dies das
Verlangte.

Sei jetzt dist,(z,y) bereits konstruiert. Um dist,+1(z,y) zu definieren,
verlangen wir die Existenz eines Wortes, das zwischen x und y alle Bindrzah-
len der Lénge dist,(x,y) der Reihe nach hintereinandergeschrieben enthélt.
Gelingt es, das zu erzwingen, so gilt gerade y — v = F(n + 1) wie verlangt.

Wir présentieren die Losung in MONA-Notation. Man beachte, dass man
dist nicht uniform in n definieren kann, es gibt also keine WMSO-Formel
©(n,x,y) in drei Variablen derart, dass p(n,z,y) <= dist,(x,y) wire, aber
das wird ja zum Gliick auch nicht benotigt.

pred distnpluseins(varl x,y) =
ex2 B, C:
# Abstand mindestens 1
x+1<y &
# a,b durchlaufen alle Paare mit Abstand distn und x<=a<y
alll a: x <= a & a <y => exl b: distn(a,b) &
# y-x ist mindestens distn
(a=x => b<=y) &
# Initialisierung des ersten Blocks: B=10...0, C=00...0
(a=x => a in B & a notin C &
alll c:a<c&c<b => ¢ notin B & c notin C) &
# B-Besetzung in alle Bloecke kopieren.
(2 in B <=> b in B) &
# bei y faengt wieder ein Block an, also (b-a) | (y-x)
(b=y => b in B) &
# Besetzung des letzten Blocks zu C=11....1
(b=y => alll c: (a<=c & c<b) => ¢ in C) &
# Das erste C-bit jeden Blocks wechselt von Block zu Block
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(b in B => (a in C <=> b notin C)) &
# Die folgenden C-bits jeden Blocks wechseln, wenn das
# vorhergehende Bit von Eins auf Null geht.
(a+1l notin B =>
((b+1 notin C <=> a+1 in C) <=> (b notin C & a in C)));

Zu Testzwecken kann man definieren:

pred distn(varl x, y) = y=x+5;
varl x, y;
distnpluseins(x,y);

und erhélt als Antwort: = 0,y = 160.

Indem man B,C zu freien Variablen macht, kann man sich deren Wert-
verlauf mit MONA ansehen. Man kann auch einzelne Konjunkte weglassen,
um das Funktionsprinzip von distnpluseins zu studieren.

Welchen Aufwand ein Entscheidungsverfahren fiir WMSO wirklich ben6ti-
gen kann, wird aus dem folgenden sehr konkreten Resultat deutlich.

Satz 2.13. Jeder Boole’sche Schaltkreis, der die Erfillbarkeit von WMSO-
Formeln der Linge 613 entscheidet, hat mindestens 10'2% Verbindungsleitun-
gen.

In der Praxis funktioniert MONA auch mit ldngeren Formeln ganz gut.
Das liegt daran, dass viele Formeln, die aus der Praxis kommen, relativ einfach
sind. Andererseits kann es aber auch passieren, dass MONA in eine de facto
Endlosschleife gerét.

2.5 Presburger-Arithmetik

Unter der Presburger-Arithmetik versteht man die erststufige Logik iiber den
natiirlichen Zahlen und der Signatur (0, +, =, <). Ihre Formeln () und Terme
(t) sind also durch die folgende Grammatik gegeben.

p = t=tlt<t|oAg]|-p|Txe
t = 0|x|t+t

wobei x eine beliebige Variable ist. Wir sparen es uns hier, die Semantik
formal aufzuschreiben, das sie sich vollkommen natiirlich ergibt, wenn man
beachtet, dass die Variablen durch Werte in N interpretiert werden, 0 die Null
bezeichnet, und die bindren Operationen +, =, < wie iiblich interpretiert
werden.

Man kann in Presburger-Arithmetik also Aussagen iiber die Null, die Ad-
dition zweier Zahlen, deren Gleichheit bzw. deren relative Ordnung zueinan-
der machen. Insbesondere hat man nicht die Multiplikation zur Verfiigung.
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Der Grund dafiir ist der, dass die allgemeine Arithmetik—also erststufi-
ge Logik tiber den natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation—
unentscheidbar ist. Mithilfe der WMSO lésst sich relativ einfach zeigen, dass
das Fragment der Presburger-Arithmetik im Gegensatz dazu entscheidbar ist.
Eine typische Formel der Presburger-Arithmetik ist z.B. die folgende. Sie
besagt, dass y gerade ist.
dJry=z+=zx

Beachte, dass die Null als einzige Konstante in der Signatur eingefiihrt wurde.
Man kann jedoch jede andere natiirliche Zahl leicht definieren. Zuerst betrach-
ten wir, wie man die Eins erhélt. Wir konnen folgende Abkiirzung einfiihren.

(y=1) = Yeao<y—2=0

Mochte man also in einer Formel ¢ die Konstante 1 verwenden, so setzt man
zunéchst an entsprechender Stelle eine frische Variable y ein und betrachtet
dann stattdessen die Formel

Jy.(y=1) ANp(y) .

Somit lassen sich dann auch weitere Konstanten definieren. Die genaue
Ausfithrung verbleibt als Ubung.

Wir betrachten zwei weitere Beispiele von Formeln der Presburger-Arith-
metik. Das zweite benutzt das erste als Abkiirzung.

Jrr<bANy=z4+z+z+z+z+r “y = rmod5”
JzVz > z.x = 0mod 3 — Ju.3v.x = 15u + 27v

Neben der Multiplikation gibt es in der Presburger-Arithmetik auch keine
Quantifikation iiber Mengen von natiirlichen Zahlen so wie in der WMSO.
Man kann beides nicht durch die in der Signatur vorhandenen Symbole definie-
ren; insbesondere gibt es keine Formel ¢(z,y), derart dass ¢(x,y) < y = 2*
ware.

Die Allgemeingiiltigkeit und die Erfiillbarkeit von Formeln der Presburger-
Arithmetik ist durch Ubersetzung in WMSO entscheidbar. Variablen der
Presburger-Arithmetik werden immer in Mengenvariablen iibersetzt: die “Be-
deutung” einer solchen Mengenvariablen ist durch die Bindrkodierung gege-
ben. So wird 42 etwa durch {5, 3, 1} kodiert, da ja 42 = 2° + 23 + 2%,

Die Relation © = y + z ldsst sich nun durch eine WMSO-Formel be-
schreiben, wobei man im Prinzip so vorgeht wie bei dem Addierwerk aus
Abschnitt 2.3.3. Die Relation x < y ersetzt man durch 3z.y = z+ z+ 1. Somit
wird es moglich, zu jeder Presburger-Formel ¢ eine WMSO-Formel ¢ anzuge-
ben, derart dass ¢ erfiillbar ist genau dann, wenn ¢ erfiillbar ist. Folglich ist
die Presburger-Arithmetik entscheidbar.

Es gibt andere Entscheidungsverfahren fiir die Presburger-Arithmetik, die
auf Quantorenelimination (Verallgemeinerung von Gauf-Elimination) beru-

hen. Diese liefern insbesondere ein Verfahren mit worst-case Zeitkomplexitét
O(n)
22
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Dagegen hat das angegebene Verfahren anscheinend die schlechtere Kom-
plexitit 2,y (vgl. Satz 2.13). In der Praxis zeigt sich aber, dass Automaten
fiir WMSO-Formeln, die aus der Ubersetzung von Presburger-Formeln entste-
hen, relativ klein bleiben und das resultierende Entscheidungsverfahren mit
den auf Quantorenelimination basierenden konkurrieren kann. Dies lésst sich
auch theoretisch begriinden.

Satz 2.14. Der minimale deterministische Automat fiir eine gegebene WMSO-

Formel ¢, wobei ¢ eine Presburger-Formel ist, hat Grdfle 220("), wobei n die
Léinge von ¢ ist.



3

Alternierende, endliche Automaten

In diesem Kapitel erweitern wir das Konzept des Nichtdeterminismus, welches
einen Automaten “raten” ldsst, welcher Nachfolgezustand in einer gegebenen
Situation gut ist. Dazu fithren wir ein duales Konzept ein—das der univer-
sellen Wahl. Dies lésst einen Automaten raten, welcher Nachfolgezustand in
einer gegebenen Situation schlecht ist, d.h. durch welchen Nachfolgezustand
sich kein Lauf finden lisst, der akzeptierend ist.

Man kann dies auch als paralleles Berechnungsmodell auffassen. Bei einer
universellen Verzweigung werden mehrere Kopien des Automaten erzeugt, die
jeweils in verschiedene Nachfolgerzustinde {ibergehen. Von denen miissen al-
le akzeptieren, damit das vorgelegte Wort insgesamt akzeptiert wird. Auch
Nichtdeterminismus kann man als Verzweigung in mehrere Kopien ansehen,
von denen aber nur eine akzeptieren muss. Lisst man beide Arten der Ver-
zweigung innerhalb eines Automaten zu, dann spricht man von alternierenden
Automaten.

Die Sichtweise der parallelen Ausfithrung liefert jedoch lediglich eine Intui-
tion. Das Erkennen eines Wortes durch einen alternierenden Automaten ist so
wenig durch parallele Ausfithrung definiert, wie das des nichtdeterministischen
Automaten durch Raten. Die mathematisch saubere Definition der Akzeptanz
fiir alternierenden Automaten erfolgt durch eine geeignete Verallgemeinerung
des Begriffs des Laufs.

Die Bedeutung der alternierenden Automaten liegt unter anderem darin,
dass die logischen Konnektive “Und” oder “Oder” bereits fest verdrahtet sind
und dadurch die Représentation logischer Systeme erleichtert wird.

3.1 Alternierende Automaten und ihre Liufe

Die Transitionsfunktion eines nichtdeterministischen Automaten liefert zu ei-
nem Zustand ¢ und einem Alphabetsymbol a eine Menge von Zusténden
{q1,.--,qx}. Implizit wird diese als Disjunktion iiber ihre Elemente verstan-
den, da ja lediglich von einem der darin vorhandenen Zusténde ein akzeptie-

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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render Lauf auf dem Rest des Wortes gesucht wird. Universelle Automaten
konnte man syntaktisch genauso definieren, wobei man die Menge implizit als
Konjunktion auffassen wiirde. Bringt man jetzt nichtdeterministische und uni-
verselle Wahl in einem einzigen Automatenmodell unter, so muss man explizit
deutlich machen, wann es sich um die eine oder andere Form von Wahl eines
Nachfolgezustands handelt. Dazu benutzt man positiv Boole’sche Formeln.

Definition 3.1. Sei @) eine Menge. Die Menge BT (Q) der positiv Boole’schen
Formeln iiber @ ist die kleinste Menge fiir die gilt:

e QCBY(Q),
e wenn f,g € BT(Q), dann (f Vg) € BT (Q) und (f A g) € BT(Q).

So ist im Falle @ = {q1,¢2,q3} zum Beispiel (¢1 A (g2 V ¢3)) eine positiv
boolesche Formel. Man kann mit den iiblichen Prizedenz- und Assoziations-
regeln Klammern einsparen. Sei f € BT(Q).

Definition 3.2. Ein alternierender, endlicher Automat (AFA) ist ein Tupel
A= (Q,X,q1,9,F), wie bei einem NFA, aber mit dem Unterschied, dass
5:Q x X —BH(Q).

Hier ordnet also die Transitionsfunktion einem Zustand und einem Alpha-
betsymbol eine Kombination von Zusténden statt einer Menge von Zustdnden
zu. Intuitiv beschreibt diese, von welchen Nachfolgezustdnden aus der Rest ei-
nes Wort akzeptiert werden muss.

Um Akzeptanz sauber definieren zu koénnen, miissen wir zunéchst den po-
sitiv Boole’schen Formeln eine Semantik geben, indem wir erklédren, wann eine
Teilmenge M von @ ein Modell einer Formel f € BT (Q) ist. Intuitiv ist dies
der Fall, wenn f—als aussagenlogische Formel gesehen—zu true auswertet,
wenn man alle Elemente von M durch true und alle Elemente von @ \ M
durch false ersetzt und die iiblichen Regeln fiir die Boole’schen Konnektive
verwendet.

Definition 3.3. Wir definieren die Modellbeziehung zwischen einer Menge
M C @ und einer positiv Boole’schen Formel aus Bt (Q) wie folgt durch
Induktion iiber deren Aufbau.

MEq — qgqeM
MEfVvg <= MEfoder MEg
MEfAng <= MEfudMEg

Falls M |= f gilt, so sagen wir auch, dass M Modell von f ist.

Sei f=q1A(g2V qs). Es gilt 2zB. {¢q1,¢2} = f wie auch {q1,q3} = f,
jedoch auch {q2,¢3} = f und {q1} = f.

Als néchstes erkldren wir, was ein Lauf eines AFA auf einem Wort w € X*
ist. Dem Umstand, dass intuitiv bei einer Konjunktion in einer Transition
mehrere Nachfolgezustinde im Automaten gleichzeitig angenommen werden,
tragen wir durch baumartige Laufe statt den wortartigen bei NFAs Rechnung.
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Abb. 3.1. Lauf des AFA aus Bsp. 3.5, rechts das gelesene Wort aababb.

Definition 3.4. Ein Lauf eines AFA A = (Q,X,q;,0,F) auf einem Wort
w=ai...a, € X* ist ein Q-beschrifteter Baum r, dessen Pfade alle genau
aus n + 1 vielen Knoten bestehen, mit folgenden Eigenschaften.

e Die Wurzel vy ist mit ¢; beschriftet: r(vg) = gr.
e Fiir alle Knoten v auf der i-ten Ebene (i = 0,...,n — 1) und alle ihre
direkten Nachfolger vy, ..., v, auf Ebene ¢ + 1 gilt:

{T(Ul), s 7T(Uk)} ): 5(7‘(’0)7 ai+1)

Der Lauf r heisst akzeptierend, falls alle seine Bléatter mit Endzustéinden be-
schriftet sind: r(v) € F fiir alle Blétter v.

Wie iiblich definieren wir wieder L(A) = {w € X* | es gibt einen akzep-
tierenden Lauf von A auf w}.

Beispiel 3.5. Sei L = {w € {a,b}* | auf jedes a folgt irgendwann noch ein b}.
Diese Sprache wird von dem AFA A = ({qo,q1,¢2},{a,b}, 0,9, {q0,q2}) mit

5(qo,a) = qo N @1 d(q1,a) = q d(g2,a) = q2
d(q0,b) = qo 3(q1,0) = q2 6(q2,0) = q2

erkannt.
Intuitiv benutzt A den Zustand gy um nach Vorkommen des Buchstabens a
zu suchen. Ist solch einer gefunden, so wird durch die Transition gy Aq; sowohl
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weiter im Restwort danach gesucht, als auch mithilfe von Zustand ¢; getestet,
ob irgendwann noch ein b im Wort enthalten ist. Zustand ¢o signalisiert dann
das erfolgreiche Finden eines b nach einem a.

Ein akzeptierender Lauf auf dem Wort aababb ist in Abb. 3.1 dargestellt.
Wie bei NFAs miissen (akzeptierende) Laufe im Allgemeinen nicht eindeutig
sein.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass A korrekt ist. Es gilt L = eU(aUb)*d.
Man sieht aulerdem, dass jeder Lauf von A auf einem beliebigen Wort w =
aj ...a, einen Pfad enthalten muss, auf dem nur gy vorkommt. Solch ein
Knoten hat genau einen Nachfolger, der ebenfalls mit gy beschriftet ist, falls
der Knoten auf Ebene i vorkommt und a; = b gilt. Ist a; = a, so hat er zwei
Nachfolger, von denen einer mit dem Nichtendzustand ¢; beschriftet ist. So
akzeptiert A genau diejenigen Worter, die nicht auf a enden.

Beispiel 3.6. Sei ¥ = {a}. Die Sprache Lagze3 = {w € X* | |w| = 1
mod 29393} kann nicht von einem NFA mit weniger als 29393 Zustidnden
erkannt werden kann. Das Wort a?93* hat einen akzeptierenden Lauf. Hitte
der Automat weniger als 29393 Zusténde, dann wiirde ein Zustand in diesem
Lauf doppelt besucht, und der Abstand zwischen beiden Besuchen wire klei-
ner als 29393. Durch Herausschneiden des Stiicks zwischen diesen Besuchen
erhielte man einen akzeptierenden Lauf auf einem Wort a* mit 1 < u < 29394.

Die Sprache kann jedoch von einem AFA mit 57 Zustdnden erkannt werden,
denn es gilt:

29393 = 7-13-17-19
56 = T4+ 134+174+19

Seien A; = (Qq, X, qo.i,0i, F;) jeweils die Standard-DFAs fiir die Sprachen
L; ={w e Z* | |lw| =0 mod i}. Deren Transitionsrelation bildet einen Zykel
auf @;, und ihre Endzusténde sind jeweils F; = {qo,;}-

Sei nun A = (Q, X, qo, 0, F') mit

Q = {@p}¥Qr¥Q13¥W Q17 Qg
F {eo} W Fr e Fisw Fir b Fig

und

d(qo,a) = qo,7 N qo,13 N qo,17 A Go,19
8(g,a) = ¢, fallsqe Q; und {¢'} = 0,(¢,a)

Jetzt gilt L(A) = Lagzes. Man beachte, dass nur im Zustand ¢ universell
verzweigt wird. Alle anderen Transitionen sind deterministisch. Daher besteht
ein Laufbaum von A auf einem Wort w aus seiner Wurzel mit 4 verschiedenen
Nachfolgern, von denen aus nur ein einziger Pfad abgeht. Diese Pfade bilden
dann die Laufe von A7, A;3, etc. nach. In Ersterem kommen Endzustinde
nur auf jeder 7. Ebene vor, im Zweiten nur auf jeder 13., usw. Damit auf
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einer Ebene somit alle Zustinde Endzustinde sein konnen, muss diese auf
einer Hohe liegen, die 1 modulo 7 - 13- 17 - 19 ist. Die zusétzliche 1 kommt
daher, dass die simulierten Liufe von A7, etc. in dem Lauf von A wegen der
zusétzlichen Wurzel um 1 verschoben sind.

Es gilt also, dass man gewisse reguléire Sprachen mit kleineren AFAs als mit
NFAs erkennen kann. Dariiberhinaus haben AFAs noch einen weiteren Vorteil.
Sie lassen sich sehr leicht—mn&mlich durch reine, syntaktische Dualisierung—
komplementieren.

Definition 3.7. Sei A = (Q, Y, qr,9, F) ein AFA. Der duale AFA ist A=
(Q,%,q1,0,Q \ F), wobei fiir alle ¢ € Q, alle @ € X und alle f,g € BT(Q)
gilt:

‘Q\

5(g.a) = (q,a) it

~

V
N

Q

SN

N
V

Q|

~
kS

Der duale AFA akzeptiert genau die Komplementsprache.
Satz 3.8. Fiir jeden AFA A mit n Zustinden existiert ein AFA A mit héchs-

tens n Zustinden, so dass gilt: L(A) = L(A).

Klar ist, dass A hochstens so viele Zustinde wie A hat. Um die Korrektheit
dieser Konstruktion zu zeigen, zeigt man, dass fiir alle w € X* und alle ¢ € @
gilt: A akzeptiert w startend im Zustand ¢ genau dann, wenn A das Wort
w vom Zustand ¢ aus nicht akzeptiert. Damit dies per Induktion iiber die
Wortlénge geht, muss man die Aussage noch auf positiv Boole’sche Kombi-
nationen von Zustidnden erweitern.

Beweis. Ubung.

3.2 Verbindung zu regulédren Sprachen

Alternierende Automaten sind mindestens so ausdrucksstark wie nichtdeter-
ministische, da sich der Nichtdeterminismus leicht durch das Boole’sche V
modellieren lasst.

Satz 3.9. Fliir jeden NFA A mit n Zustinden existiert ein AFA A’ mit hichs-
tens n+ 1 Zustinden, so dass gilt: L(A") = L(A).

Beweis. Sei A = (Q, X, qo,0, F) ein NFA. Definiere A" := (QW{ L}, X, qo, 0", F)
mit
V p , fallsqe Q und 6(q,a) #0

8 (g a) = < p€i(a.a)
1 , sonst
Klar ist, dass A’ nur héchstens n + 1 Zustéinde besitzt. Fiir die Korrektheit
der Konstruktion argumentieren wir wie folgt.
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“2” Angenommen, w € L(A). Sei also qq,...,q, ist ein akzeptierender
Lauf von A auf w. Dann ist dies—aufgefasst als Baum mit Wurzel ¢ und
Blatt ¢,—auch ein Lauf von A" auf w. Beachte, dass 6’(q,a) fiir jedes ¢ € Q
und jedes a € X ein Modell der Grole 1 hat. Da aufgrund der Akzeptanz
von A nun ¢, € F sein muss, sind auch alle Bliatter dieses Baumlaufs mit
Endzusténden beschriftet.

“C” Da in der Transitionstabelle von A’ nur Disjunktionen und keine
Konjunktionen vorkommen, gilt, dass es fiir jedes ¢ € @ und jedes a € X eine
Menge M C @ gibt, so dass M = 0(q,a) und |M| = 1. Daraus folgt, dass es
fiir jedes w € L(A’) einen akzeptierenden Lauf gibt, der nur einen einzigen
Pfad hat. Da vom Zustand 1 aus kein Endzustand erreichbar ist, kann | auf
solch einem Pfad nicht vorkommen. Dann ist solch ein Pfad aber auch ein
akzeptierender Lauf von A auf w. O

Somit ist gezeigt, dass AFAs mindestens so ausdrucksstark sind wie NFAs,
also alle regulédren Sprachen erkennen. Es stellt sich sofort die Frage, ob auch
die Umkehrung gilt, d.h. ob jede von einem AFA erkannte Sprache bereits
regulédr ist. Dies ist der Fall, wie wir im Folgenden zeigen werden. Es gilt
also, dass AFAs genau die regulidren Sprachen erkennen. Diese stellen also
neben DFAs, NFAs, regulidren Ausdriicken einen weiteren Formalismus zur
Beschreibung der regulidren Sprachen dar.

Wir zeigen, dass es zu jedem AFA einen dquivalenten NFA gibt. Die Kon-
struktion ist analog zu der bekannten Potenzmengenkonstruktion, welche aus
einem NFA einen DFA baut. Um beweisen zu konnen, dass diese auch das
Gewiinschte leistet, benstigen wir eine kleine Uberlegung zur Vorbereitung.

Seien n > 1 und f1,..., f, positiv Boole’sche Formeln {iber einem Q.
Angenommen, jedes dieser f; hat ein Modell M;, i = 1,...,n. Dann gilt
Ui, M; E fi A... A fn, weil bei positiv Boole’schen Formeln die Modellbe-
ziehung unter Erweiterung des Modells abgeschlossen ist. Falls andererseits
solch eine Konjunktion A, f; ein Modell M hat, so ist dieses natiirlich auch
Modell fiir jedes der Konjunkte f;. Man kann sogar M ausdiinnen zu einer
Teilmenge N, die dann ein minimales Modell von f; wird. Dies ist aber nicht
unbedingt eindeutig.

Satz 3.10. Sei A ein AFA mit n Zustinden. Dann gibt es einen NFA A" mit
hdchstens 2" Zustinden, so dass L(A") = L(A) gilt.

Beweis. Sei A = (Q,X,qr,0,F). Definiere A’ := (29, X, {q;},0’, F") mit
F'={Q | Q C F} und

§'(Q,a) = {Q"|1Q"E N dg,a)}

qeQ’

Die Gréfienbeschrinkung von A’ ergibt sich daraus sofort. Es bleibt noch
L(A") = L(A) zu zeigen.

“D” Seiw = ay ...a, € L(A), d.h. es gibt einen akzeptierenden Lauf  von
A auf w. Wir definieren nun Mengen @; von Zustinden des NFA wie folgt.
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Q; = {r(v)|vist Knoten in r auf Ebene i + 1}

Wir behaupten, dass Qy,...,Q} ein akzeptierender Lauf von A’ auf w ist.

Es gilt Qo = {qr}, da r nur die Wurzel auf Ebene 1 hat und diese per
Definition mit q; beschriftet ist. Also fangt dieser Lauf im Anfangszustand
von A’ an. Da r akzeptierender Lauf von A auf w ist, liegen alle Bléatter auf
Ebene k + 1 und sind nur mit Endzustdnden beschriftet. Also gilt Qr C F
bzw. Q' € F".

Es bleibt noch zu zeigen, dass Q;+1 € ¢'(Q;,a;) fiir alle i = 0,...,k —
1 gilt. Sei Q; = {q1,--.,¢m}. Diese kommen jeweils als Beschriftung eines
Knotens auf Ebene 7 in r vor, und jeder dieser Knoten hat Nachfolgeknoten
mit Beschriftungen Py, ..., Py,. Da Q41 = P1U...U P, und P; |= (g, a;)
fiir alle j = 1,...,m gilt auch Q;+1 = 0(q1,ai) A...A6(qk, a;). Damit ist aber
Qi1 € 0'(Qy,a;) was zu zeigen war.

“C” Seiw =ay...ap € L(A") und Qq, Q1, . .., Qy ein akzeptierender Lauf
von A" auf w. Dann gilt Q;1 = /\qEQi 0(q,a;41) firallei=1,...,k— 1. Es
ist leicht zu sehen, dass es dann fiir jedes ¢ = 0, ..., k—1 und jedes ¢ € @; eine
Menge M, ; C Q;4+1 gibt, so dass M, ; = 0(¢,a;+1). Die Menge @Q;4+1 selbst
hat jeweils diese Eigenschaft, evtl. reicht es aber aus, nur eine echte Teilmenge
zu betrachten.

Wir konstruieren nun einen Lauf 7 von A auf w wie folgt. Die Wurzel
wird mit gy beschriftet. Beachte, dass Qo = {qo} gilt. Somit bestehen die Be-
schriftungen auf Ebene 0 nur aus Zustdnden aus (). Dies wird jetzt invariant
fortgesetzt. Ist einmal ein Knoten auf Ebene i konstruiert, so ist dessen Be-
schriftung aus Q;. Nach obiger Uberlegung gibt es eine Teilmenge P C Qi 1,
welche Modell der entsprechenden Transition ist. Fiir jeden Zustand in ¢ € P
legen wir nun einen neuen Knoten auf Ebene ¢ + 1 mit Beschriftung ¢ an.

Aus der Invariante und der Tatsache, dass @, C F ist, folgt, dass die
Bldtter auf Ebene k + 1 alles Endzustinde des AFA sind, womit der Lauf
akzeptierend ist. O

Es gilt also, dass jeder NFA im Grunde auch ein AFA ist und dass sich
AFAs mit exponentiellem Aufwand in NFAs umwandeln lassen. Da zusétzlich
AFAs ohne Vergroflerung der Zustandszahl komplementiert werden kénnen,
stellt sich die Frage, ob man nicht ein besseres Entscheidungsverfahren fiir
WMSO bekommen kann, wenn man deren Formeln in AFAs statt in NFAs
iibersetzt. Der Induktionsanfang ist kein Problem, da jeder NFA als AFA
aufgefasst werden kann. Die Komplementierung, die sich bei der Konstruk-
tion eines NFAs aus einer WMSO-Formel als diejenige Operation erwiesen
hat, die die grofiten Kosten verursacht, wird dadurch fast trivial. So wiirde
sich also aus einer WMSO-Formel ein AFA linearer Grofie erzeugen lassen,
der dann mit nur einmaligem exponentiellen Aufwand in einen NFA umge-
wandelt werden kann. Somit liefle sich das Erfiillbarkeitsproblem fiir WMSO
in einfach exponentieller Zeit entscheiden. Das widerspricht natiirlich den
Aussagen in Abschnitt 2.4, die besagen, dass sich WMSO nur in nicht-
elementarer Zeit entscheiden ldsst. Wo liegt also das Problem? Die Ant-
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wort auf diese Frage liegt bei der existentiellen Quantifizierung. Diese wird
bei der Ubersetzung von WMSO in NFAs durch Projektion—eine spezielle
Form von Homomorphismen—dargestellt. Hat man einen NFA erstellt, der
genau die Modelle einer Formel p(X7y,...,X,,) erkennt, welches Wérter iiber
dem Alphabet X x {0,1}" sind, so erhélt man einen NFA fiir die Formel
3X;.p(Xy,...,X,) einfach dadurch, dass man an allen Transitionen die i-te
0/1-Spur der gelesenen Alphabetsymbole 16scht. Dies vergrofiert offensichtlich
nicht die Anzahl der Zustdnde im NFA.

Bei AFAs ist dies jedoch nicht auf diese einfache Art und Weise moglich
(siche Ubung), sondern erfordert einen exponentiellen Aufwand im Allgemei-
nen. Man kann somit also WMSO-Formeln in AFAs statt NFAs iibersetzen.
Aber dadurch erhélt man keine groflen Vorteile, denn bei Verwendung von
NFAs ist die existentielle Quantifizierung sehr leicht und die Komplemen-
tierung schwierig, wiahrend bei AFAs die Komplementierung sehr leicht, die
existentielle Quantifizierung aber schwierig ist.

3.3 Gediachtnislose Liufe

Der Beweis von Satz 3.10 liefert noch eine interessante Beobachtung. Ein Zu-
stand eines AFA kann mehrfach auf einer Ebene eines Laufes vorkommen,
d.h. eine Ebene zwei verschiedene Knoten mit derselben Beschriftung besit-
zen. Die darunter liegenden Unterbdume miissen nicht unbedingt gleich sein.
Fiir einen akzeptierenden Lauf ist lediglich verlangt, dass ihre Blétter mit
Endzusténden beschriftet sind und die Beschriftungen der Nachfolger eines
Knotens die Transitionsfunktion im Sinne der Modellbeziehung respektieren.
Da eine positiv Boole’sche Formel im Allgemeinen verschiedene Modelle haben
kann, kénnen so leicht verschiedene Unterbdume entstehen. Der obige Beweis
zeigt jedoch auch, dass man sich auf solche Félle beschranken kann, in denen
nicht verschiedene Unterbdume an solchen Stellen vorkommen. Solche Laufe
bezeichnet man als gedéchtnislos.

Definition 3.11. Sei A ein AFA, w € X* und r ein Lauf von A auf w. Dieser
heifit gediichtnislos, falls fiir alle Knoten v,v’, die auf derselben Ebene in r
liegen, gilt: Falls r(v) = r(v'), dann sind Unterbédume unter v und v’ identisch.

Beispiel 3.12. Wir betrachten wieder die Sprache L = & U (a U b)*b wie in
Bsp. 3.5. Diese wird auch von dem AFA A = ({qo, ¢1, 42}, {a,b}, 90, 0,{q0,92})
erkannt, welcher sich von dem aus Bsp. 3.5 nur in einer einzigen Transition
unterscheidet.

d(qo,a) = qo N q1 0(q1,a) = q1 0(q2,a) = g2
3(qo0,b) = qo 3(q1,0) = qo V q2 3(q2,b) = q2

In Zustand ¢; kann er beim Lesen eines b sowohl in den Zustand ¢s iibergehen,
welcher signalisiert, dass auf ein bestimmtes a noch ein b gefolgt ist, wie auch
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qo
/\ a
qo q1
/\ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘ ,,,,,,,,,,,,,,,, a
4o Qo il
| | b
do a2 q0
a
do 41 q2 do a1
I . I
4o 42 42 L qo 42
I . I
0 7 0 Qo @

Abb. 3.2. Nichtgedichtnisloser, akzeptierender Lauf des AFA aus Bsp. 3.12.

zuriick in den Scan-Zustand qq iibergehen, welcher weiter nach Vorkommen
von einem a fahndet.

Man vergewissere sich, dass der Lauf in Abb. 3.1 auf dem Wort aababb auch
ein Lauf des AFA A hier ist. Auflerdem ist er geddchtnislos. Der in Abb. 3.2
gezeigte Lauf ist auch ein akzeptierender Lauf auf aababb, er ist jedoch nicht
gedéchtnislos.

Korollar 3.13. Sei A ein AFA und w € X*. Es gilt w € L(A) genau dann,
wenn es einen geddichtnislosen, akzeptierenden Lauf von A auf w g¢ibt.

Beweis. “«<=” Trivial, da jeder gedéchtnislose, akzeptierende Lauf ein akzep-
tierender Lauf ist.

“=” Sei A’ der in Satz 3.10 konstruierte, zu A dquivalente NFA. An-
genommen, es gilt w € L(A). Dann gilt auch w € L(A’). Der Beweis von
Satz 3.10 liefert dann wiederum einen akzeptierenden Lauf von A auf w. Die-
ser kann so gebaut werden, dass jedes Mal, wenn zwei Knoten auf derselben
Ebene mit demselben Zustand beschriftet sind, auch die Beschriftungen ihrer
unmittelbaren Nachfolger gleich sind. Daraus folgt dann, dass zwei Knoten
auf derselben Ebene mit derselben Beschriftung auch identische Unterbdume
besitzen. Also gibt es auch einen ged#chtnislosen, akzeptierenden Lauf von A
auf w. O
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3.4 Akzeptanz als Spiel

Wir machen zunéchst einen kleinen Ausflug in die Spieltheorie und definieren
eine der einfachsten Arten von Spielen, die sogenannten Erreichbarkeitsspiele.
Diese werden wir fiir unsere Zwecke—Charakterisierung der Akzeptanz eines
Worts durch einen AFA als Spiel—optimiert prisentieren.

Definition 3.14. Ein Erreichbarkeitsspiel zwischen zwei Spielern Py und Py
ist ein zykel-freier, endlicher, gerichteter Graph G = (V, Vp, V1, E) mit Kno-
tenmenge V' und Kantenmenge E, so dass V = V5 U V; und Vp N V; = (. Die
Knoten, also die Elemente von V|, werden hier als Positionen bezeichnet.

Eine Partie ist eine maximale Sequenz von Positionen vy, vy, ..., v,, SO
dass fiir alle i < n gilt: (v;,v;41) € E. Maximalitit bedeutet, dass v, keinen
Nachfolger in E hat; also kann diese Sequenz nicht weiter verlangert werden.
Wir sagen, dass diese Partie in Position vy beginnit.

Fin solche Partie wird von Spieler P; gewonnen, wenn v,, € V;_; liegt.

Man kann sich Erreichbarkeitspiele also so vorstellen, dass ein Spielstein auf
einem Graphen liegt, und die zwei Spieler den Spielstein (nicht notwendi-
gerweise abwechselnd) entlang der Kanten des Graphen verschieben. Kann
ein Spieler nicht mehr ziehen, so hat sein Gegenspieler gewonnen. Es ist also
das Bestreben von Spieler P;, eine Position in Vj_; zu erreichen, die keinen
Nachfolger in E hat.

Wir interessieren uns insbesondere fiir die Mdglichkeit zu gewinnen. Dies
wird iiber Strategien formalisiert.

Definition 3.15. Eine positionale Strategie fiir Spieler P; in Position vy des
Spiels G mit G = (V,V,, V1, E) ist eine Funktion o : V; — V, so dass
(v,0(v)) € E fiir alle v € V.

Eine Partie vg, v1, ... ist konform mit einer Strategie o fiir Spieler P;, falls
fur alle j gilt: wenn v; € V; dann ist v 11 = o(v;).

FEine Strategie o fiir Spieler P; ist eine Gewinnstrategie, falls P; jede Partie
gewinnt, die konform mit o ist.

Wir benutzen die Spiele hier—wie oben angedeutet—als alternative Cha-
rakterisierung der Akzeptanz in AFAs. Man kann dies auch als spieltheore-
tische Semantik fiir AFAs bezeichnen. Andererseits kann man Spiele auch
algorithmisch betrachten. Das belassen wir jedoch als Ubung. Die wichtigste
Fragestellung ist dann die, zu einem gegebenen Spiel und einer Position darin
zu entscheiden, welcher der beiden Spieler eine Gewinnstrategie fiir das Spiel
beginnend in der Position hat. Es sollte klar sein, dass hochstens einer der
beiden Spieler solch eine Gewinnstrategie haben kann. Hétten beide eine, so
konnten sie mit ihren Strategien gegeneinander spielen. Das Resultat wire
eine eindeutige Partie, die von beiden gewonnen werden miisste. Andererseits
gilt, dass in dieser Art von Spielen mindestens ein Spieler eine (sogar po-
sitionale) Gewinnstrategie pro Position hat. Man kann dies fiir jede Position
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durch Induktion {iber die Lange der lingsten Partie von ihm aus zeigen, indem
man beachtet, dass P; von Positionen v aus eine Gewinnstrategie hat, wenn
entweder v € V; liegt und ein Nachfolger existiert, von dem aus P; eine Ge-
winnstrategie hat, oder aber v € V;_; liegt und P; von jedem der Nachfolger
aus eine Gewinnstrategie hat.

Man kann die Frage, ob ein gegebener AFA A ein gegebenes Wort w € X*
akzeptiert, auf das Losen eines Erreichbarkeitsspiels zuriickfithren. Dies wird
intuitiv von zwei Spielern Py und P; gespielt, wobei Py zeigen soll, dass w €
L(A) gilt, wihrend P; das Gegenteil zeigen soll.

Definition 3.16. Das Akzeptanzspiel fir A und w = apay ...a,—1 ist defi-
niert als G4, = (V, Vo, V1, E) mit

Vo =={(¢,9) g€ Qund0<i<n}U{(g,n)|qgeQ\F}

Vi ={(M,i) | M CQund1<i<n}U{(q,n)]|q€F}

V =VWuW

und

E =
U

((g,7), (M,i+ 1)) | M = (¢,a;)und i < n}
((M,i),(q,4)) | g € M}

Positionen der Form (g,n) haben keinen Nachfolger; ist ¢ € F, so gewinnt
hier Py, da P nicht spielen kann. Ist ¢ € Q \ F, so gewinnt umgekehrt P;. In
einer Position (g,7) mit i < n ist Py am Zug und wiihlt ein Modell der Formel
0(q, a;). In einer Position (M, ) ist P; am Zug und wihlt einen Zustand ¢ € M.

Satz 3.17. Sei A = (Q, X, qo,0,F) ein AFA und w € L. Spieler Py gewinnt
das Akzeptanzspiel G4, von Position (qo,0) genau dann, wenn w € L(A).

{
{

Beweis. “<” Wir schreiben v € L(q) fiir ein ¢ € Q, falls v € L(Q, ¥, q,6, F),
also wenn A das Wort v akzeptieren wiirde, wenn er im Zustand ¢ gestartet
wiirde. Offensichtlich gilt also z.B. w € L(qr).

Sei nun w = ag . ..an—1 € L(A). Wir miissen zeigen, dass Spieler Py eine
Gewinnstrategie fiir das entsprechende Spiel hat. Um dies induktiv beweisen
zu konnen, zeigen wir die stéirkere Aussage, dass fiir alle Suffixe a;...a,_1
Spieler Py eine Gewinnstrategie von Position (g, ) hat, falls a; ... a,—1 € L(q).
Dies zeigen wir durch Induktion iiber n — 4, also die Linge des Suffixes. Ist
n—1i =0, also i = n, so ist das Suffix ¢ € L(q) genau dann, wenn ¢ € F. Dann
aber gewinnt Py von (g,n) aus, da hier (¢,n) € V; ist.

Anderenfalls muss es ein Modell M von §(q, a;) geben, derart dass a;41 .. .
an—1 € L(¢) fiir alle ¢ € M gilt. Nach Induktionshypothese gewinnt Py das
Akzeptanzsspiel fiir ;1 ...a,—1 also von allen Positionen (¢’,4) mit ¢’ € M.

Die Gewinnstrategie fiir Py besteht dann darin, gerade dieses Modell M
zu wihlen. Spieler P; kann sich nun fiir eines der ¢’ € M entscheiden, aber
egal, was er oder sie macht, kann Py mit der zugehorigen, aufgrund der Induk-
tionshypothese existierenden Gewinnstrategie antworten.
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“=” Sei nun w ¢ L(A). Nach Satz 3.8 gilt dann w € L(A). Nach dem
obigen Teil dieses Beweises hat Spieler P eine Gewinnstrategie im Knoten
(go,0) des Spiels GZ .- Man sieht leicht, dass G4, aus diesem entsteht, in-
dem die Wahlmoglichkeiten der beiden Spieler und die Gewinnmengen jeweils
vertauscht werden. Das heifit, dass Spieler P; mit derselben Strategie, die eine
Gewinnstrategie fiir Spieler P, in Qz,w vom Knoten (gg,0) aus ist, jede Partie
vom selbigen Knoten in G4 ,, gewinnen kann. Somit hat Spieler Fy in diesem
Spiel keine Gewinnstrategie. O
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Sternfreie Sprachen

Wir studieren nunmehr eine echte Teilklasse der regulidren Sprachen: die stern-
freien Sprachen. Wie die reguldren Sprachen erlauben diese mehrere dquiva-
lente Charakterisierungen: durch sternfreie regulére Ausdriicke beschreibbar,
durch erststufige Logik definierbar, etc.

4.1 Erststufige Logik

Die erststufige Logik (FO) ist das Fragment der WMSO, in dem keine Quan-
tifikation iiber zweitstufige Variablen erlaubt ist. Erststufige Quantoren sind
natiirlich erlaubt. Zweitstufige freie Variablen, insbesondere solche der Form
P, fiir Alphabetsymbole a sind ebenso erlaubt. In der Regel sind alle zweitstu-
figen Variablen von dieser Form.

Definition 4.1. Die Quantorentiefe qd(yp) einer FO-Formel ¢ ist die Schach-
telungstiefe der erststufigen Quantoren darin. Sie ist induktiv wie folgt defi-
niert.

qd(r <y) = qd(Pu(z)) = 0
qd(p V) = max{qd(p), qd(¢)}
qd(~p) = qd(p)
qd(Fz.0) = 1+ qd(p)

Zum Beispiel ist ¢ = Vz.P,(x) — Jy.x<y A Py(z) eine FO-Formel der
Quantorentiefe 2 mit

L(g) = (aUbUc)b(bUCc)"U(bUCc)"

was besagt, dass auf jedes a spéter noch ein b folgt.
Man beachte, dass die in Abschnitt 2.1 gemachten Definitionen x = y und
x = 0 in das Fragment FO fallen, d.h., dass bei der Definition kein Gebrauch

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_4, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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von der Quantifikation {iber zweitstufige Variablen gemacht wurde. Allerdings
hat die Formel x = 0 bereits die Quantorentiefe 1. Wir fithren zusétzlich die
Abkiirzungen

r<mar = \/,cx Pu(2)
x=maz = —(xr < max) AVz.z <x— 2z < maz

ein, welche es uns erlauben, erststufige Variablen auf Positionen des Eingabe-
wortes zu beschrénken.

Offensichtlich ist jede FO-definierbare Sprache reguldr, denn FO ist ja ein
syntaktisches Fragment von WMSO, und WMSO definiert genau die reguléren
Sprachen. Es stellt sich die Frage, ob FO eventuell bereits so ausdrucksstark
wie WMSO ist. Dies ist nicht der Fall. Insbesondere werden wir zeigen, dass es
keine FO-Formel ¢ gibt mit L(¢) = (aa)*. Bevor wir ins Detail gehen kénnen,
miissen wir uns ein Hilfsmittel aus der endlichen Modelltheorie erarbeiten—
das FEhrenfeucht-Fraissé-Spiel.

4.2 Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele

Zwei Personen, genannt Spoiler und Duplicator spielen folgendes Spiel: Gege-
ben sind zwei Worter v und v iiber einem Alphabet Y. Auflerdem wird eine
Zahl k von Runden vereinbart.

Es bietet sich an, sich die beiden Worter als untereinander geschrieben
vorzustellen. Spoiler beginnt das Spiel, indem er auf eine Position in entweder
u oder v zeigt. Duplicator antwortet, indem er auf eine Position im jeweils
anderen Wort zeigt und die beiden Positionen durch eine Linie verbindet. Die
Buchstaben an den beiden Positionen miissen dabei aber iibereinstimmen.
Auflerdem darf dabei keine schon vorhandene Verbindungslinie gekreuzt wer-
den. Dann ist die erste Runde vorbei und es ist wieder Spoiler am Zug um die
zweite Runde zu erdffnen, usw. Der Spieler Spoiler darf eine bereits gespielte
Position abermals spielen; in diesem Fall muss Duplicator mit der korrespon-
dierenden Position antworten. In keinem anderen Fall darf Duplicator eine
schon gespielte Position wiederholen.

Kann Duplicator nicht spielen, so verliert er das Spiel. Ist die vereinbarte
Rundenzahl vorbei, ohne dass Duplicator verloren hétte, so gewinnt Dupli-
cator. Wir sagen dann, Duplicator gewinnt &k Runden. Offensichtlich gewinnt
Duplicator also immer 0 Runden, egal was die beiden Worter v und v sind.

Dieses Spiel heifit Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel, im folgenden kurz EF-Spiel.
Wir bezeichnen das EF-Spiel auf u,v mit k¥ Runden als G (u,v). Wir sagen
Spoiler, bzw. Duplicator gewinnt G (u,v), wenn Spoiler, bzw. Duplicator das
Spiel immer gewinnen kann, wie geschickt auch immer der Gegner Duplicator
bzw. Spoiler spielen mag. Wir sagen dann, dass der jeweilige Gegner das Spiel
verliert (auch wenn er bei ungeschicktem Spiel des anderen vielleicht doch
gewinnen konnte). Wie alle endlichen Spiele ist auch dieses Spiel determiniert:
entweder Spoiler oder Duplicator gewinnt.
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Beispiel 4.2. Sei X = {a, b}, u = aabaacaa, v = aacaabaa. Duplicator gewinnt
G1(u,v), verliert aber Ga(u,v) Um Ga(u,v) zu gewinnen, wiirde Spoiler im
ersten Zug das b in u spielen; Duplicator muss mit dem B in v antworten.
In der zweiten Runde spielt Spoiler das ¢ in « und Duplicator wiirde gerne ¢
spielen, kann aber nicht, weil sich die Linien dann iiberkreuzen wiirden, und
verliert.

Beispiel 4.3. Sei X = {a}, |u| > 2F —1, |v| > 2¥ — 1. Hier kann Duplicator
k Runden iiberleben—Duplicator gewinnt Gy (u,v)).

Um geeignete Invarianten formulieren zu kénnen, bendtigen wir noch die
folgende Verallgemeinerung: Seien u,v Worter, s = (g, $1,...,8,—1) und t =
(to,t1,...,tn—1) Zahlenfolgen mit s; < |ul,¢; < |v| fir alle i =0,...,n — 1.
Das Spiel Gk ((u,s), (v,t)) wird so gespielt wie G (u,v) mit der Ausnahme,
dass die Verbindungen s;—t; bereits als vorhanden gelten, somit diirfen die
Positionen s; in u und ¢; in v von Duplicator nicht mehr gespielt werden, es sei
denn, Spoiler hitte zuvor die korrespondierende Position gespielt. Auflerdem
diirfen die Verbindungen s;—t; nicht gekreuzt werden. Sollten sich solche
vorgegebenen Verbindungen s;—+¢; und s,—t; kreuzen (also z.B. s; < s; und
t; < t;) oder verschiedene Buchstaben verbinden, so hat Duplicator sofort
verloren, also schon nach 0 Runden.

Wir halten die folgenden grundlegenden Fakten als Lemma fest.

Lemma 4.4. a) Gi(u,v) ist dasselbe Spiel wie G((u, ()), (v,()))
b) Go((u,s),(v,t)) wird von Duplicator gewonnen, wenn sich die Verbindun-
gen s;—t; weder kreuzen, noch verschiedene Buchstaben verbinden.
¢) Gry1((u,s), (v,t)) wird von Duplicator gewonnen, genau dann, wenn gilt:
— fur alle i < |u| gibt es j < |v|, so dass Duplicator Gi((u,s.i), (v,t.7))
gewinnt;
— fir alle j < |v| gibt es i < |u|, so dass Duplicator Gy ((u,s.i), (v,t.5))
gewinnt.

Beweis. Ubung.

Der Satz von Ehrenfeucht und Fraissé besagt, dass ein Spiel G (u,v) von
Duplicator genau dann gewonnen wird, wenn v und v durch FO-Formeln mit
Quantorentiefe hochstens k nicht zu unterscheiden sind. Wenn bis auf weiteres
von Formeln die Rede ist, so sind immer FO-Formeln iiber der Signatur P,(x)
fir a € X und = < y gemeint. Beachte, dass Formeln der Form x = y durch
< definierbar sind, ohne die Quantorentiefe zu erhchen.

Wir fixieren ein Alphabet X und betrachten erststufige Formeln, deren
freie zweitstufige Variablen der Menge {P, | a € X'} entstammen. Formeln
der Quantorentiefe Null sind offensichtlich nur Boole’sche Kombinationen von
atomaren Formeln, also P, (z) fiir a in X und = < y. Formeln der Quantoren-
tiefe k 4 1 sind von der Form Jz.¢(x), wobei ¢ von Quantorentiefe k ist,und
auBerdem Boole’sche Kombinationen solcher Formeln.
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Ist ¢ Formel mit n freien erststufigen Variablen xy,...,z,_1 (neben den
zweitstufigen Variablen P,) und s = (sg, ..., Sp—1), so schreiben wir u,s = ¢
um zu sagen, dass ¢ wahr ist unter der durch uw gegebenen Interpretation
der Mengenvariablen P, und der durch s gegebenen Belegung der freien erst-
stufigen Variablen, formal also I, [x—s] = ¢. Alternativ schreiben wir auch

u = p(s).
Definition 4.5. Seien u, v Worter. Wir schreiben v =, v, wenn fiir alle For-
meln ¢ mit ¢d(p) < k, welche aufler den P, keine weiteren freien Variablen
haben, gilt:

uEe = vEp

Seien u,v Worter und s = (sg,...,8,-1), t = (to,...,tn—1) Tupel von Posi-
tionen darin. Wir schreiben (u,s) =g, (v,t), wenn fiir alle Formeln ¢ mit n
freien Variablen und ¢d(y) < k, gilt:

uskEp <<= utEp

Satz 4.6. Das Spiel Gi((u,s), (v,t)) wird von Duplicator genau dann gewon-
nen, wenn gilt (u,s) =gn (v,t).

Beweis. “=": Durch Induktion iiber k. Duplicator gewinnt 0 Runden, wenn
5; < 85 <= t; < tj und u(s;) = v(t;) fir alle 7, j. Dann aber gilt fiir jede
atomare Formel ¢, dass u = ¢(s) <= v | ¢(t), und durch Induktion iiber
den Formelaufbau setzt sich dies auf beliebige quantorenfreie Formeln fort.

Sei nun die Behauptung fiir £ schon gezeigt und gewinne Duplicator £ + 1
Runden. Wir zeigen wiederum durch Induktion iiber den Formelaufbau, dass
u = p(s) <= v = p(t). Der interessante Fall ist ¢ = Jx.1p. Wenn u = ¢(s),
so existiert eine Position s, derart dass u |= (s, s). Wir betrachten den Fall, in
dem Spoiler mit der Position s ertffnet. Da ja nach Voraussetzung Duplicator
eine Gewinnstrategie besitzt, muss er diesen Zug mit einer Position ¢ beant-
worten konnen. Das Restspiel Gy ((u,s.s), (v,t.t)) wird nun von Duplicator
gewonnen, nach Induktionsvoraussetzung haben wir also u,s.s =5 41 v,t.t
und es folgt v = (¢, t).

“<”: Es gelte (u,s) = (v,t). Unter Zuhilfenahme von Lemma 4.4 kon-
struieren wir eine Formel x mit freien erststufigen Variablen zo, ..., z¢—1 und
Quantorentiefe k, so dass (w,r) & x genau dann, wenn Duplicator das Spiel
Gr((u,s), (w,r)) gewinnt und s; < |v| fiir alle 7. Beachte, dass |r| = |t|. Die
Formel y charakterisiert also den Gewinn aus Sicht von Duplicator des Spiels
Gr((u,s),__), in dem das eine Wort mit Positionsvektor festgelegt ist.

Ist k =0, so ergibt sich x als Konjunktion der folgenden Bedingungen:

a(x;) , falls ug, = a
x; <wx; o, falls s; <s;
T, < max

Die letzte Bedingung stellt somit sicher, dass x; auf eine Position in w verweist.
Offensichtlich hat y hier Quantorentiefe 0.
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Falls £ > 0, so sei induktiv y; eine charakterisierende Formel der Quanto-
rentiefe k — 1 fiir das Spiel Gy—1((u,.8),__). Wir setzen dann:

lul—1 lul—1
x(x) = /\ Fz.xi(x, x) AVe.x < mar — \/ xi(z, %)
i=0 1=0

Diese Formel beschreibt gemafl Lemma 4.4 eine Gewinnstrategie fiir Dupli-
cator. Beginnt Spoiler in u, so liefert das erste Konjunkt die entsprechende
Antwort; beginnt Spoiler in v, so nehmen wir das zweite Konjunkt her. Man
beachte, dass Ziige in u durch Boole’sche Konnektive und Ziige in w durch
Quantoren modelliert werden. Beachte ebenso, dass gd(x) = k.

Das Spiel Gi((u,s), (u,s)) wird offensichtlich von Duplicator gewonnen,
indem er die Ziige von Spoiler einfach kopiert. Daher gilt (u,s) = x. Wenn
nun (u,s) =; (v,t), so folgt aus der Definition von =i, dass auch v,t = x.
Aufgrund der Konstruktion von x bedeutet das, dass Duplicator das Spiel
Gr((u,s), (v,t) gewinnt.

O

Als einfache Anwendung zeigen wir den folgenden Satz:

Satz 4.7. Die Sprache L = (aa)* ist nicht FO-definierbar, d.h. es gibt keine
FO-Formel ¢, so dass u |= ¢ genau dann, wenn u € (aa)*.

Beweis. Gébe es so ein ¢, dann héitte es eine bestimmte Quantorentiefe k.
Das Spiel G k(an , an_l) wird von Duplicator gewonnen, somit sind die beiden
Worter durch FO-Formeln der Quantorentiefe k& nicht zu unterscheiden, also
insbesondere nicht durch ¢. Das eine Wort ist aber in L, das andere nicht.
Dies fithrt die Annahme zu einem Widerspruch. ad

4.3 Abschlusseigenschaften

Die Klasse der FO-definierbaren Sprachen bildet also eine echte Teilklasse der
reguliren Sprachen. Es stellt sich die Frage, ob sich diese Klasse auch anders
als nur durch FO-Definierbarkeit charakterisieren lédsst. So werden regulére
Sprachen ja z.B. auch durch reguldre Ausdriicke und NFA beschrieben. In
diesem Abschnitt wollen wir eine (Fast-)Teilklasse der regulidren Ausdriicke
kennenlernen, die genau die FO-definierbaren Sprachen beschreiben. Dadurch
wird diese Sprachklasse also algebraisch charakterisiert.

Man kann natiirlich genauso versuchen, diese Sprachklasse durch NFA mit
speziellen Eigenschaften zu charakterisieren. Dies wird hier aber nicht weiter
verfolgt. Es sei nur erwihnt, dass man das Automatenmodell der AFA recht
leicht einschrianken kann, um damit die Klasse der FO-definierbaren Sprachen
zu charakterisieren. Dies betrachten wird spéater im Kontext der Automaten
auf unendlichen Wortern.
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Definition 4.8. Sei X' ein Alphabet. Die sternfreien Sprachen iiber X, ge-
schrieben SF(X) bilden die kleinste Klasse von Sprachen iiber X, die unter
folgendem abgeschlossen ist:

() ist sternfrei.

{e} ist sternfrei.

{a} ist sternfrei fiir a € X.

Sind A, B sternfrei, so auch AB, A, AU DB

Beispiel 4.9. “Sternfrei” bedeutet nicht, dass in jedem Ausdruck, der solch
eine Sprache beschreibt, kein Kleene-Stern-Operator vorkommen darf. Dadurch
erweisen sich einige Sprachen als sternfrei, die auf den ersten Blick nicht so
aussehen.

a) X* ist sternfrei, da X* = 0.

b) Sind A, B sternfrei, so auch ANB=AUBund A\ B=ANB.

c¢) Falls D C X, so ist D* sternfrei, da D* = X* \ (X*(X\ D)X*).

d) Die Sprache (ab)* ist auch sternfrei, da (ab)* = X* \ bX* \ T*aaX™ \
XEob Y.

Wir zeigen zunichst, dass diese Charakterisierung nicht iiber die FO-
definierbaren Sprachen hinausgeht.

Satz 4.10. Sei L eine sternfreie Sprache. Es gibt eine FO-Formel ¢, so dass
weL <<= wkE .

Beweis. Wir definieren zu jeder sternfreien Sprache L eine Formel ¢ (x,y)
derart dass u, (4,j) |E ¢r, bzw. u = ¢r(i,7) genau dann, wenn i < j < |u|
und u; Uiq1...uj—1 € L. Im Falle ¢ = j also ¢ € L. Liegt ¢, vor, so gilt
insbesondere u € L genau dann, wenn u = Jz.3y.2=0 A y=maz A o (z,y).

Wir konstruieren nunmehr ¢y durch Induktion iiber die Herleitung der
Sternfreiheit von L. Ist L = (), L = {a}, L = {e}, so ist die Definition von ¢,
eine leichte Ubung. Z.B. kénnen wir setzen:

(@, y) = Po(z) Ne Sy ANy <marAVzae <z—y<z

Sei nun L = L; und ¢, bereits konstruiert. Wir setzen = <yNhy<
mar/\ —pr,, .

Ist L = L1ULs und 1., @1, schon definiert, so setzen wir ¢, := o1, Vor,.

Ist schlieflich L = Ly Lo, so setzen wir ¢ (z,y) := Jz.x < 2A 2z < y A
PLy (I’ Z) NQL, (Za y)

Hierbei bezeichnet ¢, (x, z) die Formel, die man aus ¢r,, (z,y) durch Er-
setzen von y durch z erhélt.

Die offensichtlichen Verifikationen verbleiben als Ubung. o

Fiir die Umkehrung dieses Satzes (FO-definierbare Sprachen sind sternfrei)
bendtigen wir etwas Vorarbeit.
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Lemma 4.11. Fir jedes k € N ist die Relation =y (Ununterscheidbarkeit
durch Formeln der Quantorentiefe k) eine Aquivalenzrelation mit endlich vie-
len Aquivalenzklassen.

Beweis. Dass =, eine Aquivalenzrelation ist, ist leicht zu sehen (Ubung).
Die Aussage iiber die Anzahl ihrer Aquivalenzklassen folgt aus der Tat-
sache, dass es bis auf logische Aquivalenz nur endliche viele Formeln einer
festen Quantorentiefe k gibt. In der Tat kann ja durch offensichtliche Aquiva-
lenzumformungen jede Formel der Quantorentiefe k in die Prdnexz-Normalform
gebracht werden, also eine Folge von bis zu k Quantoren (3 und V), welche
auf einen quantorenfreien Rumpf wirken. Dieser quantorenfreie Rumpf ist ei-
ne Boole’sche Kombination aus atomaren Formeln iiber den freien und den

durch die Quantoren gebundenen Variablen. Eine Abschitzung fiir die Zahl

. . v n n 2
der Formeln (bis auf Aquivalenz) ist also 2k . 227 T

Anzahl der freien erststufigen Variablen ist.

Nun ist jede Aquivalenzklasse eindeutig durch die Menge der Formeln be-
stimmt, die in ihr gelten. Gibt es also (bis auf Aquivalenz) hochstens p For-
meln, dann gibt es hichstens 2P Mengen von Formeln und somit hochstens 2P
Aquivalenzklassen. a

, wobei n die

Lemma 4.12. Zu jeder =;,-Aquivalenzklasse W gibt es eine Formel oy, so
dass (u,8) e W <— (u,s) E ow.

Beweis. Man definiert oy als die Konjunktion aller (bis auf Aquivalenz) For-
meln der Quantorentiefe k, die in W gelten. Es gelte (u,s) = ¢w und es sei
(v,t) € W. Wir behaupten, dass (u,s) =, (v,t) und somit wie gewiinscht
(u,t) € W: Ist némlich 9 eine beliebige Formel der Quantorentiefe k& und gilt
(v,t) = 1, so ist eine zu 1) logisch dquivalente Formel in der Konjunktion oy,
erfasst, und es folgt (u,s) | 1. Sei nun umgekehrt ¢ eine Formel der Quan-
torentiefe k, die von (u,s) erfiillt wird. Wére (v,t) p ¢, so auch (v,t) = =
und dann auch (u,s) = =t nach der bereits bewiesenen Richtung. Letzteres
aber steht im Widerspruch zur Annahme (u,s) = 1. O

Lemma 4.13. Jede durch eine Formel der Quantorentiefe k definierte Spra-
che ist (endliche) Vereinigung von =i-Aquivalenzklassen.

Beweis. Ist ein Wort u in L, so erfiillt es die definierende Formel. Jedes dqui-
valente Wort erfiillt dann aber auch diese Formel, ist somit auch in L. Somit
kann die Sprache L eine Aquivalenzklasse entweder ganz oder gar nicht ent-
halten und ist daher Vereinigung derjenigen Klassen, die in ihr enthalten sind.

O

Damit kénnen wir auch besagte Umkehrung zeigen.

Satz 4.14. Sei ¢ eine FO-Formel. Die Sprache L(yp) ist sternfrei.
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Beweis. Wir fithren eine Induktion iiber die Quantorentiefe k& und den For-
melaufbau.

Induktionsanfang: Die einzigen (bis auf Aquivalenz) geschlossenen Formeln
von Quantorentiefe 0 sind die Formeln true und false. Beide definieren stern-
freie Sprachen, ndmlich () und X*.

Induktionsschritt: Habe ¢ die Quantorentiefe k+1. Boole’sche Operationen
sind auf der Ebene der sternfreien Ausdriicke vorhanden; somit kénnen wir
uns auf den Fall ¢ = Jx.1) beschréinken, wobei ¢ die Quantorentiefe k hat. Wir
diirfen die Behauptung fiir ¢ und alle anderen Formeln der Quantorentiefe k
voraussetzen. Insbesondere ist jede =j-Aquivalenzklasse sternfrei.

Wir behaupten nun folgendes:

L) = LEzy) = |J [u=al]=,

(uav,|ul) =

Man beachte, dass dies eine endliche Vereinigung ist, da es ja iiberhaupt nur
endlich viele =j,-Aquivalenzklassen gibt.

Zum Beweis der Behauptung nehmen wir an, dass w = ¢. Somit ist w =
uav und (uav, |u|) | ¥ (x). Dann aber ist w in [u]=, a[v]=, .

Sei umgekehrt w = w'av’, v’ = u, v =, v und (uav, [u]) E ¥(z), also
w € [u]=,a[v]=,. Dann gilt mithilfe des Satzes von Ehrenfeucht-Fraissé auch
(v'av’, |u']) =k (uvav,|ul), somit (uav, |u|) = ¥, somit w = .

Hierzu argumentieren wir wie folgt: Nach dem Satz von Ehrenfeucht-
Fraissé gewinnt Duplicator die Spiele G (u,u’') und Gg(v,v"). Duplicator ge-
winnt dann auch das Spiel G ((uav, |u]), (v'av’,|u'|)), denn Ziige von Spoi-
ler auf u oder «' werden entsprechend der Gewinnstrategie fiir Gy, (u, u’) be-
antwortet, analog fiir (v,v’). Die Verbindung a—a ist ja schon gespielt. Ei-
ne abermalige Anwendung des Satzes von Ehrenfeucht-Fraissé liefert dann
(v'av’, |u']) E ¥, also v'av’ = . O



Notizen

Zur Theorie reguléirer Sprachen und endlicher Automaten gibt es eine Fiille an
Literatur. Insbesondere die Standard-Textbiicher von J. Hopcroft und J. Ull-
man sowie spater noch zusammen mit R. Motwani [HU80, HMUO01] oder auch
das dltere Werk von M. Harrison [Har78] stellen die entsprechenden Sachver-
halte detailliert und ausfithrlich dar. Die Aquivalenz zwischen den verschie-
denen Beschreibungsformen fiir regulire Sprachen, also insbesondere endliche
Automaten und reguldre Ausdriicke, ist als Satz von Kleene nach S. Kleene
bekannt [Kle56]. Das Arden’sche Lemma (Satz 1.7) wird D. Arden zugeschrie-
ben [Ard60].

Satz 2.8 ist iiblicherweise als Satz von Biichi/Elgot oder Biichi/Elgot/
Trakhentenbrot bekannt. Die darin formulierte Aquivalenz zwischen Regula-
ritdt einer Sprache endlicher Worter und ihrer WMSO-Definierbarkeit wurde
von J. Biichi und C. Elgot [Biic60, Elg61, BE58] einerseits und unabhéingig
davon ebenfalls von B. Trakhtenbrot [Tra61] entdeckt.

Das Tool MONA wurde am Department for Computer Science der Univer-
sity of Aarhus in Ddnemark, hauptséchlich von A. Mgller entwickelt [KMO1].
Es ist frei erhéltlich iiber die Webseite http://www.brics.dk/mona. Eine
Studie iiber die Verwendbarkeit dieses Tools wurde z.B. von N. Klarlund und
anderen erstellt [HJJT95].

Den erwdhnten Zeithierarchiesatz der Komplexitétstheorie kann man z.B.
in C. Papadimitrious Standardwerk zur Komplexitétstheorie nachlesen [Pap94].

Satz 2.13 sowie die Kodierung einer platzbeschrinkten Turing-Maschine
in WMSO stammt aus L. Stockmeyers Dissertation [Sto74].

Die Unentscheidbarkeit der Arithmetik, also der erststufigen Logik iiber
natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation wurde 1931 von K. Godel
gezeigt [God31]. M. Presburger betrachtete dann das nach ihm benannte
Fragment ohne Multiplikation und zeigte dessen Entscheidbarkeit [Pre27].
Satz 2.14 iiber die Grofie eines minimalen Automaten fiir eine Formel der
Presburger-Arithmetik stammt von F. Klaedtke [Kla04].

Alternierung wurde zunéchst im Kontext der méchtigeren Turing-Maschi-
nen von A. Chandra, D. Kozen und L. Stockmeyer untersucht [CKS81].
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L. Stockmeyer hat dann zusammen mit R. Ladner und R. Lipton dieses Kon-
zept noch auf Klassen endlicher Automaten angewandt [LSL84]. Zuvor hat-
ten bereits J. Brzozowski und E. Leiss Alternierung in Bezug auf regulére
Sprachen endlicher Worter hin untersucht [BL80]; E. Leiss hat insbesonde-
re Vergleiche zwischen den Groflien nichtdeterministischer und alternierender,
endlicher Automaten angestellt [Lei81, Lei85].

Die spiel-theoretische Charakterisierung der FO-Definierbarkeit einer Spra-
che in Satz 4.6 wurde von A. Ehrenfeucht [Ehr61] und R. Fraissé [Fra54]
entdeckt.

Satz 4.10 iiber die Aquivalenz zwischen Sternfreiheit und FO-Definierbar-
keit ist auch als Satz von R. McNaughton und S. Papert bekannt [MP71].
Die in J. Biichis Arbeit entwickelte Korrespondenz zwischen Logik und Auto-
matentheorie in Bezug auf WMSO wurde von dann R. McNaughton auf das
Fragment der erststufigen Logik angewandst.



Ubungsaufgaben

Ubung 1. Bestimme die reguliire Sprache, die von dem NFA in Abb. 1.1
erkannt wird. Konstruiere einen dquivalenten DFA mit nur 4 Zustdnden.

Ubung 2. Gegeben sei der NFA A = ({0,1,2,3}, {a,b},0,d, {3}) mit

a b

{1}{0, 3}
{0}
{3}
{2}

Konstruiere mittels der Potenzmengenkonstruktion einen DFA A’ so dass

L(A) = L(A) gilt.

W N =D

SSIRSSTRSS]

Ubung 3. Beweise Satz 1.4. Gib auch jeweils eine obere Schranke an die
Grofle der entstehenden NFAs in Abhéngigkeit der Anzahl der Zustéinde der
NFAs aus der Eingabe an.

Ubung 4. Beweise Satz 1.6. Hinweis: Fiihre eine Induktion iiber den Aufbau
reguldrer Sprachen und benutze die Sétze 1.4 und 1.5.

Ubung 5. Beweise das Arden’sche Lemma (Satz 1.7). Hinweis: Benutze da-
bei, dass L* = J;oy L' gilt.
Ubung 6. Sei L,, := (a Ub)*a(a Ub)"" fiir beliebiges n > 2. Zeige, dass

a) L, von einem NFA mit n + 1 Zustédnden erkannt wird.

b) L, nicht von einem DFA mit weniger als 2" Zustinden erkannt wird.
Hinweis: Nutze aus, dass solch ein DFA nicht alle Worter der Linge n
voneinander unterscheiden kann.

Ubung 7. Zeige, dass die Klasse REG neben den zentralen Operationen Ver-
einigung, Konkatenation und Kleene-Stern noch unten den folgenden Opera-
tionen abgeschlossen ist.
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a) Durchschnitt: (Ly, Ly € REG = Ly N Ly € REG),

b) Differenz: (L1, Ly € REG = L; \ Ly € REG),

c¢) Spiegelung: (L € REG = {ay...a1 | ay...a, € L} € REG,

d) Homomorphismen: Seien X', A Alphabete und h : X — A* eine Abbil-
dung. Diese kann homomorph zu einer Abbildung h: X* — A* erweitert
werden: h(e) = & und h(av) = h(a)h(v) fiir jedes a € X. Zeige nun, dass
gilt: L € REG = {h(w) | w € L} € REG.

e) Shuffle-Produkt: Wir definieren eine Abbildung <, die zwei Worter auf die
Menge aller ihrer Verzahnungen abbildet. Fiir alle a € Y| alle w,v € X*
sei

exov = {v}

awxv = {uau |uu' € wxv}

Beachte, dass in der letzten Klausel u und u’ auch jeweils das leere Wort
sein kénnen.
Diese Verzahnung lésst sich dann in natiirlicher Weise auf Sprachen fort-

setzen:
L1 > LQ = U U w XIv
weLy vELy

Zeige nun, dass gilt: L1, Ly € REG = Ly <1 Ly € REG.

Ubung 8. Zeige, dass Universalitiits-, Schnitt-, Aquivalenz- und Subsumpti-
onsproblem fiir NFAs entscheidbar sind. Gib auch jeweils die asymptotische
Komplexitit in Bezug auf die Anzahl der Zusténde der involvierten Automa-
ten an.

Ubung 9. Gib jeweils eine WMSO-Formel ¢(z, y) an, die die folgenden Sach-
verhalte beschreibt.

a) © =y, (ohne selbst das Symbol = zu benutzen)
b) y liegt k-Positionen hinter x fiir ein festes k.

Gib jeweils einen WMSO-Satz ¢ an, der die folgenden Sprachen beschreibt.

d) An jeder k-ten Position steht ein a (fiir festes k).

e) Sei X = {ao, ..., a,-1}. Auf den Buchstaben a; folgt jeweils a(i11) mod n-

f) Auf jedes a folgt irgendwann ein b und umgekehrt, solange das Wortende
noch nicht erreicht ist. Dazwischen stehen nur ¢’s.

g) Das Wort ist eine Permutation von v fiir ein festes v € X+,

Welche dieser Eigenschaften sind bereits FO-definierbar?

Ubung 10. Konstruiere jeweils einen WMSO-Satz ¢, so dass L(y) genau die
von den folgenden NFAs erkannte Sprache ist.
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b a a,b
9 ’ ’b '
O=—=—0

Ubung 11. Sei ¢(X1,...,X,,21,...,2,) eine WMSO-Formel und A ein
NFA, so dass L(A) = L(¢p) iiber dem Alphabet der (n + m)-spurigen {0, 1}-
Worter gilt, in denen die letzten m Spuren jeweils genau eine 1 enthalten.
Konstruiere NFAs A; und As, so dass jeweils gilt:

a) L(Az) = L(3X1.9)
b) L(A1) = L(3z1.¢)

Ubung 12. Konstruiere jeweils einen NFA, der genau die von den folgenden
WMSO-Sétzen beschriebenen Sprachen erkennt.

a) Vr.Py(x) = Yy.x <y — Py(y)

b) Jx.Py(z) AVy.y <z — P,(y)

¢) VX.JyVe.X(z) =z <yA P,(y)

d) IX.TY (V2. X (2) VY (2)) AV Vy.X(2) ANY (y) = 2 < y A Py(z) A Py(y)
e)Va.(3z.x < z) = Jy.x <y A (Pu(x) <> =P,(y))

Ubung 13. In Anlehnung an WEMSO sei WAMSO das Fragment von WMSO,
welches in positiver Normalform keine existentielle, zweitstufige Quantifizie-
rung zulésst. Zeige, dass eine Sprache WMSO-definierbar ist genau dann,
wenn sie WAMSO-definierbar ist.

Ubung 14. Lasse MONA die gemeinsamen Vielfachen von 2, 3 und 5 min-
destens bis zur Grofle 1000 berechnen.

Ubung 15. Ein Bauer muss seinen Hund, seine Katze und seine Maus mit
einem Boot iiber einen Fluss bringen. In das Boot passen aber immer nur er
und ein Tier. Ist der Bauer bei seinen Tierchen an einem Ufer, dann sind alle
brav. Ist er nicht bei ihnen, dann muss er darauf achten, dass niemals

e der Hund und die Katze zusammen an einem Ufer sind, denn die Katze
wiirde dem Hund sonst eine risikoreiche Kapitalanlage aufschwatzen,

e die Katze und die Maus zusammen an einem Ufer sind, denn die Maus
wiirde die Katze sonst zum Rauchen verleiten.

Lasse MONA einen Weg berechnen, wie der Bauer seine Tiere an das andere
Ufer bringen kann, ohne dass der Hund sein Geld und die Katze ihre Gesund-
heit verliert. Berechne ebenfalls mit MONA die Mindestzahl an Uberfahrten,
die er mit dem Boot machen muss.

Ubung 16. 4 Personen stehen nachts an einem Ufer eines Flusses, iiber den
eine dunkle Briicke fithrt. Sie haben nur eine Taschenlampe. Es kénnen immer
nur hochstens 2 Personen gleichzeitig iiber die Briicke gehen. Am Ufer kann
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man im Dunklen warten, aber iiber die Briicke kann man nur mit der Ta-
schenlampe gehen. Person A braucht fiir die Uberquerung 5 min, Person B 10
min, Person C 20 min und Person D 25 min. Die Batterie der Taschenlampe
héilt nur 60 min. Lasse MONA eine Moglichkeit berechnen, alle vier Personen
auf die andere Seite des Flusses zu bringen.

Ubung 17. Das 8-Damen-Problem besteht darin, auf einem Schachbrett 8
Spielfiguren zu platzieren, so dass niemals zwei davon in einer Zeile, einer Spal-
te oder auf einer Diagonalen sich gegenseitig schlagen kénnen. Lasse MONA
eine Losung des 8-Damen-Problems berechnen.

Ubung 18. Sei F(0) = 1 und F(n + 1) = F(n) - 28 wie oben im Ab-
schnitt 2.4 definiert. Wir nehmen an, dass es fiir jedes n € N WMSO-Formeln
disty, (x,y), dist " (x,y) und dist,* (x,y) gibt, welche jeweils besagen, dass die
Position y genau F'(n), F'(n) + 1 bzw. F(n) — 1 Positionen hinter z in einem
Wort liegt.

Sei T eine (deterministische) Turing-Maschine mit endlicher Zustandsmen-
ge Q@ = {qo,---+Yn,Gakz }, Initialzustand gy, Bandalphabet I' = {0,1} und
Transitionsfunktion § : Q@ x I' — @Q x I' x {—1,0, 1}, die jedem Paar aus aktu-
ellem Zustand und Symbol unter dem Schreib-/Lesekopf auf dem Arbeitsband
einen Nachfolgezustand, ein geschriebenes Symbol und eine Richtung zuord-
net, in die der Kopf nach dem Schreiben bewegt wird. Wir nehmen an, dass
T nur maximal F(n) viele Bandzellen beansprucht und, falls sie die Einga-
be akzeptiert, nach F(n) vielen Schritten den akzeptierenden Zustand qq.
erreicht.

Eine Konfiguration von 7' ldsst sich somit als Wort der Linge F'(n) ko-
dieren, wobei die einzelnen Positionen in dem Wort jeweils eine 0 oder 1 aus
dem Bandalphabet tragen und zusétzlich genau eine Position als diejenige
ausgezeichnet ist, an der sich der Kopf von T' befindet. Dies ldsst sich z.B.
iitber WMSO-Pridikate Py, P und Kopf machen. Es bietet sich zusétzlich
noch an, ein weiteres Pridikat # zu verwenden, welches z.B. an jeder ersten
Stelle solch eines Wortes gilt. Damit lassen sich solche Konfigurationen leicht
zu einem Wort

wo w1 Wy ... WN

konkatenieren, wobei N = F'(n) — 1 und jedes w; Liange F(n) hat.

Gib nun eine WMSO-Formel ¢r,, an, welche erfiillbar ist genau dann,
wenn T auf Eingabe w = ag . ..a,—1 nach F(n) vielen Schritten eine akzep-
tierende Konfiguration erreicht. Konstruiere ¢ ,, dazu so, dass deren Modelle
genau die oben beschriebenen Konkatenationen sind. Dazu muss diese insbe-
sondere folgendes ausdriicken:

e Jede Konfiguration ist wohlgeformt, enthélt also nur eine Kopfposition und
eine Markierungsposition #.

e Der Anfang besteht aus der Eingabe w, gefolgt von 0, und zu Anfang
steht der Kopf ganz links. (Diese Konventionen kann man auch &ndern,
man muss aber entsprechendes verlangen.)
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e Die Bandsymbole und an je zwei Positionen, die F(n), F(n) + 1 oder
F(n) — 1 viele Schritte auseinanderliegen, hiingen je nach Vorhandensein
des Schreib-/Lesekopfs an dieser Position iiber die Transitionsrelation §
voneinander ab. Dasselbe gilt fiir die Kopfpositionen in benachbarten Kon-
figurationen. Beachte auch, dass es Spezialfille gibt, falls der Kopf ganz
am Rand einer Konfiguration steht.

e Irgendwann wird der Akzeptanzzustand erreicht.

Ubung 19. Das Wortproblem—auch Model-Checking-Problem genannt—fiir
WMSO ist: gegeben ein Wort w € X* und ein WMSO-Satz ¢, entscheide ob
w € L(p) gilt oder nicht.

Gib einen Algorithmus an, der das Wortproblem fiir WMSO 16st, dessen
Platzverbrauch aber nur polynomial in der Gréfie der Eingabe (Jw| + |¢|)
beschrankt ist.

Ubung 20. Sei WDSO (“weak dyadic second-order logic”) die analog zu
WMSO definierte Logik, mit der Modifikation, dass nun die zweitstufige Quan-
tifizierung iiber zweistelligen Pradikaten X (z,y) erfolgt, an Stelle von X (x) in
WMSO. Die Syntax ist bis auf diese Ersetzung dieselbe wie bei WMSO. Zur
Definition einer Semantik verwenden wir eine Abbildung 7, die erststufige Va-
riablen auf Positionen und zweitstufige Variablen auf Mengen von Paaren von
Positionen abbildet. Dann definieren wir die Semantik genau wie bei WMSO,
aufler fiir die zweitstufigen Variablen:

I'E X(z,y) = (I(2),I(y)) € I(X)
IE3Xp <= es gibt eine endliche Menge von Paaren
M C N2 sodass I[X — M] = ¢

Wir wollen nun ein wenig untersuchen, was diese Erweiterung mit sich bringt.

a) Nichtregulére Sprachen: Finde einen WDSO-Satz ¢, so dass L(y) =
{a"b" | n > 0}.

b) Kontextfreie Sprachen: Zeige, dass jede kontextfreie Sprache WDSO-defi-
nierbar ist.
Hinweis: Gehe analog zum entsprechenden Teil des Beweises des Satzes
von Biichi-Elgot-Trakhtenbrot vor. Sei G eine kontextfreie Grammatik.
Mit zweistelligen Pradikaten lassen sich Teilworter definieren. Benutze in
der zu konstruierenden Formel ¢ fiir jedes Nichtterminal A eine zwei-
stellige Relation X 4, die dann genau diejenigen Teilworter enthalten soll,
welche von A aus ableitbar sind. Zur Vereinfachung kann man annehmen,
dass G in Chomsky-Normalform vorliegt.

¢) Nicht-kontextfreie Sprachen: Finde einen WDSO-Satz ¢, so dass L(p) =
{a"b"c™ | n > 0}.

d) Zeige, dass das Erfiillbarkeitsproblem der Logik WDSO unentscheidbar
ist.
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Hinweis: Es ist unentscheidbar, zu zwei gegebenen, kontextfreien Gram-
matiken festzustellen, ob der Schnitt der von ihnen erkannten Sprachen
nicht-leer ist.

Ubung 21. Sei n > 1. Definiere in Anlehnung an die Abkiirzung (y = 1) eine
Formel der Presburger-Arithmetik, die besagt, dass y = n ist.

Ubung 22. Presburger-Arithmetik wurde als erststufige Logik iiber der Si-
gnatur (0, +,=, <) definiert. Welche Operatoren darin lassen sich durch an-
dere Ausdriicken? Gib (eine) minimale Signatur an, in der sich bereits alle
Formeln der Presburger-Arithmetik ausdriicken lassen.

Ubung 23. Fiihre die in Abschnitt 2.5 skizzierte Reduktion von Presburger-
Arithmetik auf WMSO im Detail aus. Sei also ¢ eine Formel der Presburger-
Arithmetik. Konstruiere eine WMSO-Formel ¢, die erfiillbar ist genau dann,
wenn ¢ erfiillbar ist. Beachte dabei, dass ¢ in den natiirlichen Zahlen inter-
pretiert wird, wéahrend ¢ tiber Wortern interpretiert wird. Der Trick dabei
ist, dass man sich eine Formel ¢(z1,...,x,) der Presburger-Arithmetik mit n
freien Variablen auch iitber Wortern iiber dem Alphabet {0,1}™ interpretiert
vorstellen kann. Die i-te Spur in solch einem Wort kodiert dann binér die
Belegung der Variable ;.

Ubung 24. Sei f € BH(Q).

a)Seien N C M C @ mit N | f. Zeige Sie per Induktion iiber den
Formelaufbau, dass auch M | f gilt.

b) Kann es sein, dass ) = f gilt?

¢) Kann es sein, dass Q - f gilt?

Ubung 25. Gib eine positiv Boole’sche Formel f an, die zwei verschiedene,
minimale Modelle hat. Dies sind dann zwei Mengen M, N, die mittels C un-
vergleichbar sind.

Ubung 26. Sei M C Q. Dann heifit M minimales Modell von f € BH(Q),
falls M = f und N & f fiir alle N € M.

a) Zeige oder widerlege: Jedes f hat genau ein minimales Modell.

b) Ein mAFA sei genauso definiert wie ein AFA mit dem Unterschied, dass in
den Laufbdumen die Beschriftungen der unmittelbaren Nachfolgerknoten
ein minimales Modell der entsprechenden Formel aus der Transitionsfunk-
tion bilden miissen. Erkennen mAFAs genau die reguléren Sprachen?

Ubung 27. Konstruiere jeweils einen AFA fiir die Sprache L,, = {ww | w €
{a,b}* und |w| = n} fiir jedes n € N. Dieser soll moglichst wenig Zustidnde
haben. Zeichne einen akzeptierenden Lauf des konstruierten Automaten fiir
L3 auf dem Wort abaaba.

Hinweis: Man kann einen AFA fiir L,, mit ca. 4n Zustinden konstruieren.
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Ubung 28. Gegeben seien zwei AFAs A; und A mit jeweils n und m
Zustinden. Konstruiere einen AFA fiir die Sprache L(A;)L(Asz) und gib des-
sen Zustandszahl an. Beweise die Korrektheit der Konstruktion.

Ubung 29. Beweise Satz 3.8, also die Korrektheit der Dualisierungskonstruk-
tion fiir AFAs.

Ubung 30. Beweise die Aussagen in Korollar 3.13 ohne die Potenzmengen-
konstruktion fiir AFAs zu benutzen. Zeige dazu, wie sich ein moglicherweise
nicht gedichtnisloser Lauf eines AFA sukzessive in einen ged#chtnislosen
umbauen lésst, ohne dass dabei die entsprechenden Bedingungen an akzepti-
erende Léufe verletzt werden.

Ubung 31. Seien ¥, A Alphabete. Ein Homomorphismus von X nach A ist
ein h : X — A*. Dieser ldsst sich in natiirlicher Art und Weise auf Worter
und Sprachen iiber X fortsetzen:

h(e) = e
h(aw) = h(a)h(w)
ML) = {h(w)|weL}

a) Sei L Sprache iiber X, h Homomorphismus, A ein NFA mit n Zustéinden,
L(A) = L und m = max{|h(a)| : a € X}. Zeige, dass h(L) von einem NFA
mit O(mn) vielen Zusténden erkannt wird. (Dies ist eine Verfeinerung von
Ubungsaufgabe 7.)

b) Gib ein Beispiel dafiir an, dass die in (a) verwendete Konstruktion bei
AFAs nicht funktioniert. Hinweis: Wihle z.B. X = {a,b}, A = {c}, h(a) =
¢ = h(b).

Ubung 32. Fiir welche k gewinnt Spieler D das Gy (u,v) auf den folgenden
Wortern v und v?

a) u = aabaabaaba und v = abaabaabaa,
b) u = a™ba™*! und v = a"*ba™ fiir beliebiges n € N.

Ubung 33. Zeige, dass der Spieler D das Spiel Gk(an,anH) gewinnt, dass
aber Spieler S das Spiel Gyy1(a?’, a2 1) gewinnt.

Ubung 34. Es sei X = {a,b}. Zeige oder widerlege jeweils, dass die folgenden
Sprachen sternfrei sind.

a) L1 = (abUba)*,
b) Ly = (aa U bb)*.
Ubung 35. Zeige, dass die Relation =, (Ununterscheidbarkeit durch FO-

Formeln der Quantorentiefe k) fiir jedes k € N eine Aquivalenzrelation auf
Weortern ist.
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Automaten auf unendlichen Wértern

In diesem Teil beschéftigen wir uns mit der Erkennbarkeit von Mengen von
unendlichen Folgen von Symbolen durch endliche Automaten. Die Tatsache,
dass ein Automat ein unendliches Wort verarbeiten soll, mag auf den ersten
Moment unnatiirlich erscheinen, wenn man sich vorstellt, dass ein Automat
ein Wort vom Anfang zum Ende hin abfdhrt und dann durch Erreichen eines
Zustands signalisiert, ob er das Wort akzeptiert oder nicht. Dies ist aber in
Wabhrheit nur ein Problem mit der Vorstellung. Mathematisch ist die Akzep-
tanz eines Wortes durch einen Automaten einfach durch die Existenz eines
akzeptierenden Laufs gegeben. Genauso kann man sich bei die Frage stellen,
ob ein Automat auf einem gegebenen unendlichen Wort einen akzeptierenden
Lauf hat. Léufe auf unendlichen Wortern kénnen ganz leicht als Erweiterung
(ins Unendliche) von Laufen auf endlichen Wortern erklért werden. Es bleibt
lediglich zu definieren, was daran akzeptierend bzw. verwerfend sein soll. Of-
fensichtlich kann dies nicht sinnvoll durch den letzten Zustand auf dem Lauf
erklart werden, da es einfach keinen letzten mehr gibt. Eine sehr natiirliche
Erweiterung der Akzeptanz durch Erreichen eines Endzustands ins Unendliche
ist die sogenannte Briichi-Bedingung: Ein Lauf ist akzeptierend, wenn er im-
mer wieder in einen Endzustand gelangt, wenn also unendlich oft Endzusténde
durchlaufen werden.

Algorithmisch sinnvolle Fragestellungen im Zusammenhang mit solchen
Automaten sind dann zum Beispiel, ob ein gegebener Automat iiberhaupt ir-
gendein unendliches Wort erkennt (Leerheitsproblem), oder ob zwei gegebene
Automaten dieselben Worter erkennen (Aquivalenzproblem). Das Wortpro-
blem, also ob ein Automat ein vorgelegtes Wort erkennt, ist im allgemeinen
nicht algorithmisch sinnvoll, da man ja ein unendliches Wort nicht “vorlegen”
kann. Anders sieht es wiederum aus, wenn die unendliche Eingabe in endlicher
Form durch Verwendung einer geeigneten kompakten Notation gegeben ist.

Wir definieren zunéchst unendliche Worter und Sprachen von solchen, be-
vor wir dann Automaten, die auf diesen Wértern operieren, einfiihren. Diese
sind weiterhin endliche Automaten, die sich syntaktisch nicht wesentlich von
den herkémmlichen endlichen Automaten unterscheiden. Im einfachsten Fall

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
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definieren wir Akzeptanz iiber die oben genannte Biichi-Bedingung und erhal-
ten dann Biichi-Automaten. Wir werden sehen, dass die algorithmische Be-
handlung dieser Automaten und der Klasse der von ihnen erkannten Sprachen
komplizierter als im Fall der endlichen Worter ist. Wir betrachten auch andere
Arten, Akzeptanz zu definieren und erhalten somit andere Automatenmodel-
le. Die wichtigsten Fragestellungen sind dann die Determinisierbarkeit von
solchen Automaten, die Relationen zwischen den Klassen der von verschiede-
nen Automatentypen erkannten Sprachen, deren Abschlusseigenschaften. Die
wichtigste Anwendung endlicher Automaten auf unendlichen Wortern liegt
in der monadischen Logik zweiter Stufe (MSO). Diese hat dieselbe Syntax
wie die WMSO aus Kapitel 2; semantisch unterscheidet sie sich aber darin,
dass zweitstufige Variablen iiber beliebige, nicht notwendigerweise endliche
Teilmengen von N rangieren. Eine Belegung der Variablen ldsst sich dann in
Analogie zur Konstruktion in Abschnitt 2.2 als unendliches Wort auffassen.

5.1 Unendliche Woérter und regulire w-Sprachen

Sei X' wieder ein endliches Alphabet. Ein unendliches Wort iiber X—auch
w-Wort genannt—ist eine unendliche Folge w = agajas ... von Buchstaben
a; € 2. Wir bezeichnen die Menge der unendlichen Worter iiber X' mit X%

Eine Teilmenge L C X* wird als w-Sprache bezeichnet. Da es in diesem
Teil hauptséichlich um unendliche Worter geht, sprechen wir iiber w-Worter
und w-Sprachen auch einfach als Worter und Sprachen. Sollte es in speziellen
Féllen dann doch einmal um endliche Worter und deren Sprachen gehen, so
werden wir dies dann explizit klar machen.

Sei w € X¥ und a € X. Wir schreiben |w|, fiir die Anzahl der Vorkommen
des Buchstabens a im Wort w. Beachte, dass |w|, = oo méglich ist. Da das
zugrundeliegende Alphabet endlich ist, muss es sogar fiir jedes w € X“ ein
a € X geben, so dass |w|, = oo gilt.

Man kann unendliche Worter nicht konkatenieren, da man intuitiv niemals
durch das gesamte erste Wort laufen kann um dann irgendwann den Ubergang
in das zweite Wort zu machen. Man kann aber natiirlich die Linkskonkatenati-
on eines unendlichen Wortes mit einem endlichen Wort definieren: Ist v € X*
und w € XY so ist vw € Y. Dies wird in natiirlicher Weise auf Sprachen
fortgesetzt: Ist U C X* und V C X% s0ist UV :={wv |u € U,v € V} C X¥.

Genauso kann man die unendliche Iteration eines endlichen Wortes w € X*
als w¥ := www... definieren und dies ebenfalls auf Sprachen erweitern: Sei
L C ¥*. Dann ist L* := {wowws ... | w; € L fiir alle ¢ € N}.

Beispiel 5.1. Die Menge aller Worter, in denen unendlich viele b’s vorkom-
men, die jeweils durch eine gerade Anzahl von a’s getrennt werden, ist z.B.

((aa)*b)*.

In der Theorie formaler Sprachen iiber endlichen Wértern stellt die Klas-
se der regulidren Sprachen zweifelsohne wegen ihrer Abschlusseigenschaften
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und aufgrund von Entscheidbarkeitsresultaten eine der wichtigsten Sprach-
klassen dar. Es stellt sich nun die Frage, ob sich etwas analoges im Bereich
der Sprachen unendlicher Woérter finden ldsst. Wir benutzen hier zunéchst
die reguldren Sprachen endlicher Worter, um auf eventuell recht willkiirlich
anmutende Weise eine Klasse regulidrer Sprachen unendlicher Worter zu defi-
nieren. Spéter zeigen wir dann, dass diese Definition in gewissem Sinne rich-
tig ist, ndmlich dadurch, dass dieser Klasse ein natiirliches Automatenmodell
gegeniibersteht, und sie #hnliche Abschlusseigenschaften hat und Entscheid-
barkeitsresultate zulésst.

Definition 5.2. Sei L C X* eine Sprache unendlicher Wérter. Dann ist L
w-regulir (oder im Folgenden auch einfach nur reguldr), falls es ein n € N
und reguldre Sprachen Uy, ..., U,_1,Vy,..., V1 C X" gibt mit e € V;, i =
0,...,n—1, so dass gilt:

n—1
L = [Juvye.
=0

Beispiel 5.3. Sei ¥ = {a,b,c}. Die Sprache L = {w € X% | |w|, = 00 =
|w|p, = 0o} ist w-regulér. Dies sieht man am einfachsten dadurch, dass man
die Bedingung in ihrer Definition in eine Disjunktion umschreibt. Ein Wort
w ist in L genau dann, wenn es unendlich viele b’s enthélt oder nur endlich
viele a’s. Damit lasst sich L folgendermaflen darstellen.

(aUbUc)*((aU c)*b)w U (aUbUc)*(bUc)®

Satz 5.4. Die Klasse der w-reguldren Sprachen ist abgeschlossen unter Ver-
einigung und Linkskonkatenation mit regquldren Sprachen endlicher Warter.

Beweis. Abschluss unter Vereinigung ist offensichtlich. Der Abschluss unter
dieser Linkskonkatenation folgt aus der Kommutativitédt von Vereinigung und
Konkatenation: Sei R eine regulidre Sprache und L eine w-regulidre Sprache.
Dann lésst sich letztere schreiben als |J;_, U;V;* fiir geeignete regulidre Spra-
chen U;, V;. Desweiteren gilt

RL = R(CJ Uve) = LTLJR(UZ-VZ-‘“) = LnJ(RUi)Vﬁ
i=1

i=1 i=1

Da nun RU; fiir jedes ¢ wiederum eine regulére Sprache ist, bildet die gesamte
Vereinigung eine w-regulére Sprache. a

Um weitere Abschlusseigenschaften wie die unter Durchschnitt und ins-
besondere Komplement nachzuweisen, ist wie im Falle endlicher Worter ein
Automatenmodell niitzlich, welchem wir uns nunmehr zuwenden.
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5.2 Biichi-Automaten

Wie oben bereits angedeutet unterscheiden sich Biichi-Automaten syntak-
tisch nicht von endlichen Automaten. Lediglich ihre Semantik iiber unendli-
chen Wortern wird durch unendliches Durchlaufen von Endzusténden erklért.

Definition 5.5. Ein Biichi-Automat (NBA) ist ein Tupel A = (Q, X, g1, 0, F),
wobei

Q@ eine endliche Menge von Zustdnden ist,

X ein endliches Alphabet ist,

qr € Q ein ausgezeichneter Anfangszustand ist,

§:Q x ¥ — 29 die Transitionsfunktion ist und

F C @ eine ausgezeichnete Menge von Endzustinden ist.

Ein Lauf von A auf einem Wort w = agajas... € X ist eine unendliche
Folge von Zustinden p = qo, q1, o, - .. beginnend mit dem Anfangszustand
qo = qr, so dass ¢; € 0(q;—1,a;) fir alle i > 1.

Mit Inf(p) bezeichnen wir die Menge derjenigen Zustéinde, die unendlich
oft in p vorkommen. Beachte, dass Inf(p) niemals leer ist, da @ endlich ist.

Ein solcher Lauf p ist akzeptierend, wenn Inf(p) N F # (), also wenn ein
Endzustand unendlich oft durchlaufen wird. Aufgrund der Endlichkeit von @
ist dies gleichbedeutend damit, dass die Endzustandsmenge F' in p unendlich
oft (also immer wieder) besucht wird.

Die Sprache L(A) des Biichi-Automaten ist definiert als die Menge aller
w-Worter, fiir die ein akzeptierender Lauf existiert.

Der NBA A heifit deterministisch (DBA), falls |d(g,a)] =1 fiir alle ¢ € Q
und alle a € X.

Die Transitionsrelation eines DFA schreiben wir eventuell auch als Funk-
tion vom Typ @ x X — @; und wie im Falle der DFAs lassen wir es auch zu,
dass ein Zustand keinen Nachfolger besitzt. Solche Automaten sind ebenfalls
leicht durch Hinzufiigen eines einzigen Zustands in einen DFA zu iiberfiihren.

Beispiel 5.6. Sei ¥ = {a,b} und L1 = (a*b)* die Sprache aller Wérter, die
unendlich viele b’s enthalten. Diese kann von einem NBA erkannt werden,
welcher grafisch wie folgt représentiert ist.

a b

(22 ()
L0

a

Wie bei endlichen Automaten lassen sich Zustandsmenge und Transitionsre-
lation als gerichteter, kantenbeschrifteter Graph darstellen. Die Endzustands-
menge wird durch doppelte Kreise angezeigt, und der Startzustand hat einen
eingehenden Pfeil, der von auflen kommt.
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Es sollte klar sein, dass dieser NBA A wirklich L; erkennt. Hat ein vorge-
legtes Wort unendlich viele b’s, so muss A zwangsldufig den rechten Zustand
unendlich oft besuchen. Da dieser ein Endzustand ist, wird in solch einem Fall
das Wort akzeptiert. Hat umgekehrt ein Wort nur endlich viele Vorkommen
von b, so wird A irgendwann nur noch im linken Zustand verweilen und da-
durch den einzigen Endzustand nur endlich oft besuchen. Dadurch wird das
Wort nicht akzeptiert.

Beachte, dass der NBA aus diesem Beispiel sogar ein DBA ist. Dies wird
in der Argumentation iiber seine Korrektheit benutzt, indem implizit davon
gesprochen wird, dass er nur einen einzigen Lauf auf jedem Wort hat. Dies ist
wie bei Automaten auf endlichen Wértern ein charakteristisches Merkmal fiir
Determinismus.

Beispiel 5.7. Sei weiterhin ¥ = {a,b} aber Ly = L((a U b)*a®) die Sprache
der Worter, die nur endlich viele b’s enthalten. Ly ist das Komplement von
Ly aus Bsp. 5.6—es gilt Ly = X%\ L. Diese Sprache wird von dem folgenden
NBA erkannt.

a,b a

5.0

Der NBA in diesem Beispiel ist kein DBA. Dies ist kein Zufall, denn man
kann zeigen, dass Ly von keinem DBA erkannt werden kann. Dies ist ein wich-
tiges Resultat, welches in Kontrast zu den Resultaten iiber endliche Automa-
ten auf endlichen Wortern steht. Es gilt ja, dass jede von einem NFA erkannte
Sprache auch von einem DFA erkannt wird. Entsprechendes gilt also nicht fiir
NBAs und DBAs. Damit sind nichtdeterministische Biichi-Automaten also in
ihrer Ausdrucksstérke echt stirker als deterministische Biichi-Automaten.

Satz 5.8. Es gibt Sprachen, die von einem NBA, aber nicht von einem DBA
erkannt werden.

Beweis. Als Zeugen fiir diese Aussagen nehmen wir gerade die Sprache L =
{w € {a,b}* | |lw|, < co} aus Bsp. 5.7. Dieses Beispiel hat gezeigt, dass L von
einem NBA erkannt werden kann. Sei nun angenommen, dass es einen DBA
A=(Q, X, q,d,F) gibt, so dass L = L(A).

Betrachte zunédchst das Wort wg = ba®. Da wy € L, muss es einen ak-
zeptierenden Lauf pg = qg, q1, . .. von A auf wg geben. Dieser muss unendlich
viele Endzusténde durchlaufen, also gibt es auch ein iy € N, so dass py nach
Lesen des einzigen b und iy weiteren Schritten einen Endzustand besitzt.

Betrachte als nichstes das Wort w; = ba™ba®. Da w; € L muss es auch
einen akzeptierenden Lauf p; von A auf w; geben. Da zusétzlich wg und wy
in den ersten ig + 1 Buchstaben iibereinstimmen und A deterministisch ist,
miissen auch pg und p; in den ersten iy + 2 Zusténden iibereinstimmen. Da
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po akzeptierend ist, gibt es wiederum ein i; € N, so dass ps nach Lesen des
letzten b und i; weiteren Schritten einen Endzustand besucht.

Dann betrachtet man das Wort wy = ba‘ba’*ba” und fithrt diese Argu-
mentation fort. So kann man ein unendliches Wort w = ba’ba’ ba’2ba®b. . .
konstruieren, welches von A ebenfalls erkannt wird. Ein akzeptierender Lauf
p ergibt sich als eindeutige unendliche Sequenz, welches gemeinsame Prifixe
mit allen Léaufen p; auf den w; hat. Da die w; jeweils so konstruiert wurden,
dass das néchste gemeinsame Prifix mit einem p;4; mindestens einen Endzu-
stand enthélt, kommen in p tatséchlich unendlich viele Endzustédnde vor. Dies
ist aber ein Widerspruch zu der Annahme L(A) = L, da w ¢ L. O

Beispiel 5.9. Sei nun X' = {a,b,c} und L die Sprache aller Worter, in denen
auf jedes b irgendwann ein c folgt. Es ist

L = (aUc)”U(aUbUc)claUc)”U(aUbUc)* (blaUbUc)*c)” .

Ein passender Biichi-Automat A = (Q, X, qo, d, F) fiir L ist gegeben durch die
Zustandsmenge Q = {qo, ¢1 }, die Transitionsfunktion

(g0, 0) = {a}
6(qo,a) = 0(qo,¢) = {qo}
6(q1,¢) == {qo}
6(qi,a) = 0(q1,0) = {a1}

und die Endzustandsmenge F' = {qo}.

In den obigen Beispielen wurde deutlich, dass es w-reguldre Sprachen gibt,
die durch NBAs erkannt werden, und es NBA-erkennbare Sprachen gibt, die w-
regulér sind. Dies ist kein Zufall, denn NBAs erkennen genau die w-reguléren
Sprachen. Im Gegensatz zur Determinisierbarkeit ist dies also eine Eigen-
schaft, die sich aus der Welt der endlichen Worter auf die Welt der unendli-
chen Worter ibertriagt. Bevor wir sie beweisen, iiberlegen wir uns noch drei
Konstruktionen auf NFAs und NBAs.

Lemma 5.10. Seien A, B zwei NBAs. Dann existiert ein NBA C mit L(C) =
L(A)UL(B).

Beweis. Ubung,.

Lemma 5.11. Seien A ein NFA und B ein NBA. Dann existiert ein NBA C
mit L(C) = L(A)L(B).

Beweis. Ubung,.

Lemma 5.12. Sei A ein NFA mit € ¢ L(A). Dann ezistiert ein NBA B mit
L(B) = L(A)~.

Beweis. Ubung,.
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Satz 5.13. Fine Sprache L ist w-reqular genau dann, wenn ein Biichi-Automat
A exzistiert mit L(A) = L.

Beweis. “=" Sei L w-reguldr. Also existieren regulére Sprachen endlicher
Worter Uy,...,Up,Vi,...,V, mit € € V; fiir alle i = 0,...,n — 1, so dass
L =J, U;V¥. Jede dieser Sprachen U;, V; wird von einem NFA erkannt.
Durch sukzessive Anwendung von Lemmas 5.10-5.12 erhélt man dann auch
einen NBA fiir L.

“<” Ist umgekehrt ein Biichiautomat A = (Q, X, qo,d, F') gegeben, so
bezeichne L, , die Sprache aller Worter, fiir die ein endlicher Lauf von ¢ nach
q' existiert. Diese ist offensichtlich regulir, denn sie wird beispielsweise von
dem NFA erkannt, den man aus A erhilt, wenn man ¢ zum Anfangszustand
und ¢’ zum einzigen Endzustand macht. Dann gilt

L(A) = | LgyaL, (5.1)

qeFr

Die Richtung “O” gilt, da jedes Wort in der rechten Seite offensichtlich einen
Lauf in A hat, welcher unendlich oft einen Endzustand durchlduft. Die Rich-
tung “C” gilt, da jeder akzeptierende Lauf von A einen bestimmten Endzu-
stand unendlich oft durchlaufen muss. Dieser unterteilt das gelesene Wort in
unendlich viele Stiicke, die jeweils in den Disjunkten der rechten Seite liegen.

O

Mithilfe dieser Aquivalenz kann man Abschlusseigenschaften der Klasse
der w-reguldren Sprachen durch Angabe entsprechender Automatenkonstruk-
tionen zeigen, z.B. fiir den Abschluss unter Schnitten, wie im Folgenden ge-
zeigt wird. Im néchsten Kapitel beweisen wir dann ebenso den Abschluss
unter Komplement, welcher sich allerdings im Gegensatz zur Situation bei
den endlichen Automaten recht kompliziert gestaltet. Der Grund dafiir ist
zum einen die bereits bewiesene Tatsache, dass DBA echt schwiicher als NBA
sind. Erschwerend hinzu kommt noch, dass selbst DBA nicht einfach durch
Vertauschen der End- mit den Nichtendzustdnden komplementiert werden
kénnen. Ein solcher DBA wiirde ja akzeptieren, wenn ein Nichtendzustand
des urspriinglichen Automaten unendlich oft erreicht wird. Das bedeutet aber
nicht, dass kein Endzustand unendlich oft erreicht wird.

Satz 5.14. Seien A und B jeweils NBAs mit n bzw. m Zustinden. Dann
existiert ein NBA A mit hichstens 3-n-m Zustinden, so dass L(C) = L(A)N
L(B).

Beweis. Die Grundidee liefert der von NFAs bekannte Produktautomat. Diese
bedarf jedoch noch einer kleinen Modifikation um der Tatsache zu begegnen,
dass akzeptierende Laufe in 4 und B jeweils zu verschiedenen Momenten
Endzustinde besuchen konnen. Wir fiigen also noch eine weitere Kompo-
nente hinzu, welche protokolliert, ob zuletzt kein Endzustand, nur einer in
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A oder einer in beiden gesehen wurde. Ist letzteres der Fall, so setzt man
diesen Zéhler wieder zuriick.

Formal ist die Konstruktion folgendermafien gegeben. Seien A = (Q, X, qo,
0, F) und B = (Q', X, q,,d', F"). Definiere

C = (Q X Ql X {Oa 172}72a (q07Q(/)70)aAaQ X Q/ X {2})

Al(g,q'i),a) = {(p,0',5) | p€dlg,a),p’ €d(qd,a)}

wobei
1, fallsi=0undpe€ F, oderi=1und p & F’
j=142, fallsi=1undyp € F’
0, sonst

Die angegebene Groflenbeschrinkung an C ist offensichtlich. Es bleibt noch
die Korrektheit zu zeigen.

“D” Sei w € L(A) N L(B). Dann existieren akzeptierende Laufe p =
40,q1,--. von A auf w und p' = q},q},... von B auf w. Beachte, dass die
Transitionsfunktion A von C deterministisch in ihrer dritten Komponente ist.
D.h. bei einem Ubergang von (¢, q’,i) zu (p,p’, ) ist j eindeutig durch ¢, ¢’
und i gegeben. Somit gibt es einen Lauf p” = (g0, 4}, %0), (¢1,4},%1), - .. der in
seinen ersten beiden Komponenten die Liufe p und p’ simuliert. Setzt man
nun ig = 0 fest, so beginnt dieser im Anfangszustand und alle i;, j € N, sind
damit ebenfalls festgelegt. Man beachte nun, dass es unendlich viele i; = 2
geben muss, da p unendlich oft Zustéinde in F' und p’ unendlich oft Zustéinde
in F’ durchliduft. Dadurch hat die Sequenz i, i1, %2, ... die Form (0T1+2%)«,
und damit ist p” akzeptierender Lauf von C auf w.

“C” Analog. ad

Zum Abschluss dieses Kapitels erweitern wir die Definition eine Biichi-
Automaten dahingehend, dass man mehrere Anfangszustinde zuldsst. Aus
technischer Sicht ist dies fiir die eine oder andere Anwendung einfacher.

Solch ein NBA ist von der Form (Q, X, I, 6, F') mit I C @, und ein akzep-
tierender Lauf beginnt in einem beliebigen Zustand in I. Es ist klar, dass man
damit mindestens soviel machen kann wie mit den oben vorgestellten NBAs.
Andererseits kann man damit nicht mehr machen.

Satz 5.15. Zu jedem NBA mit mehreren Initialzustinden und insgesamt n
Zustinden existiert ein dquivalenter NBA mit n+1 Zustinden und nur einem
Anfangszustand.

Beweis. Ubung.
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Komplementierung von Biichi-Automaten

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass deterministische Biichi-Automaten
erstens echt schwicher als nichtdeterministische und zweitens nicht unter
Komplementen abgeschlossen sind. Man kann also nicht wie bei NFAs einfach
eine Umwandlung in deterministische Automaten vornehmen, um zu einem
gegebenen NBA einen fiir die Komplementsprache zu erhalten. Dennoch stellt
sich die Frage, ob die Klasse der von NBAs erkannten Sprachen unter Komple-
menten abgeschlossen ist. In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass dies in der
Tat der Fall ist. Der Beweis ist jedoch komplizierter und basiert auf kombina-
torischen Resultaten. Am Ende verwenden wir dies, um die Entscheidbarkeit
der monadischen Logik zweiter Stufe iiber den natiirlichen Zahlen zu zeigen.

6.1 Zwei Satze der unendlichen Kombinatorik

Die Komplementierung von Biichi-Automaten nach Biichi verwendet zwei
kombinatorische Satze: Konigs Lemma und den Satz von Ramsey, die wir
hier der Vollsténdigkeit halber mit Beweis angeben.

Satz 6.1 (K6nigs Lemma). In einem Baum mit unendlich vielen Knoten,
aber endlichem Verzweigungsgrad (kein Knoten hat unendlich viele Kinder)
gibt es einen unendlichen Pfad.

Beweis. Wir konstruieren induktiv eine Folge von Knoten ag,aq, ..., so dass
an+1 Kind von a,, ist und unterhalb a,, jeweils unendlich viele Knoten liegen,
also a,, unendlich viele Nachkommen hat. Man nimmt fiir ag die Wurzel des
Baumes; diese hat nach Voraussetzung unendlich viele Nachkommen. Sind
ag, - - -, @y, schon gefunden, so wiahlt man a,, 1 als eines derjenigen Kinder von
an, das unendlich viele Nachkommen hat. Ein solches muss vorhanden sein,
denn sonst hétte a, selbst nur endlich viele Nachkommen. In dieser Weise
entsteht wie verlangt ein unendlicher Pfad. a

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Fiir das zweite kombinatorische Resultat brauchen wir eine kleine Defi-
nition: Wenn A eine Menge ist, dann bezeichnet (‘;) die Menge der zwei-
elementigen Teilmengen von A.

Satz 6.2 (Satz von Ramsey). Sei A eine unendliche Menge, C eine end-
liche Menge von Farben und f : (‘;) — C' eine Fdrbung der zweielementigen

Teilmengen von A mit Farben aus C'. Dann existiert eine unendliche Teilmen-
ge B von A, so dass [ eingeschrinkt auf (?) konstant ist, d.h. es gibt eine

feste Farbe ¢ € C, so dass f({z,y}) = ¢ fir alle z,y € B.

Beweis. Zunéchst miissen wir A anordnen. (Wir kénnen 0.B.d.A. A mit N
identifizieren und die normale Ordnung verwenden. Sollte A iiberabzahlbar
sein, dann schranken wir zunéchst willkiirlich auf eine abzahlbare Teilmenge
ein.) Auflerdem konnen wir annehmen, dass C = {1,...,k}.

Wir konstruieren jetzt eine Folge (ag, Ao, co), (a1, A1, ¢1), (a2, Aa,ca),. ..
sodass ag < ay < as < ... und Ag O A1 D Ay O ... und so dass die A; alle
unendlich sind und f({a;,x}) = ¢; fiir alle z € A; und a;41 € 4; fiir alle 1.

Wir wéhlen ag beliebig und ¢y als eine Farbe, die unendlich viele Paare
der Form {ag, z} firbt und dann Ay = {z | f({ao,z}) = co}. Das geht, weil es
nur endlich viele Farben gibt.

Ist die Folge schon bis n gebildet, dann nehmen wir aus A,, wiederum ein
beliebiges Element a,, 41 und verschaffen uns A,,11,¢,+1 wie bei (ag, Ao, co).
Eine Farbe taucht nun unendlich oft auf in der Folge der ¢;. Die Menge der-
jenigen a,,’s, die diese Farbe haben, leistet das Verlangte. a

6.2 Komplementierung nach Biichi

Sei A = (Q, X, qo, 0, F) ein Biichi-Automat. Wir wollen einen Biichi-Automaten
A’ konstruieren, so dass L(A) = L(A’). Fiir ein endliches Wort u € X* defi-
nieren wir Relationen zwischen zwei Zustdnden aus ) wie folgt.

e ¢ — ¢ bedeutet: von Zustand ¢ kommt man unter Abarbeitung von u
im Automaten nach ¢'.

e ¢ —4n ¢ bedeutet: von Zustand ¢ kommt man unter Abarbeitung von u
im Automaten nach ¢’ und durchliuft dabei einen Endzustand.

Klar ist: Wenn ¢ —, ¢’ dann natiirlich auch ¢ — ¢/. AuBerdem gilt: Wenn
u v , uv ’

q— q1 und ¢ — ¢’ und ¢; € F, dann auch ¢ —, ¢’
Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~C X* x X* wie folgt:

u~v = YeV¢.(¢ = ¢ o q-—">¢)und (¢ = ¢ S ¢ —in )

Es sollte klar sein, dass ~ tatsiichlich eine Aquivalenzrelation, also reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

Zwei Worter sind also bzgl. ~ dquivalent, wenn der fest gewihlte Auto-
mat dieselben Zustandsiibergéinge unter diesen beiden Wértern machen kann,
selbst wenn man das Durchlaufen eines Endzustandes mitbewertet.
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Als niichstes machen wir ein paar wichtige Beobachtungen bzgl. der Aqui-
valenzrelation ~. Wir schreiben [u]. fiir die Aquivalenzklasse des Wortes u
unter dieser Relation, also [u]~ := {v | u ~ v}. Mit X*/ ~ bezeichnen wir die
Menge aller Aquivalenzklassen von ~.

Lemma 6.3. Die Aquivalenzrelation ~ hat endlichen Indez, d.h. es gibt nur
endlich viele Aquivalenzklassen.

Beweis. Jede Klasse ist eindeutig begtimmt durch zwei Mengen von Zustands-
paaren. Also gibt es héchstens 2219 viele Klassen. O

Lemma 6.4. Jede Aquivalenzklasse der Relation ~ ist eine requlire Sprache.

Beweis. Fiir Zusténde ¢ und ¢’ seien Ly = {u | ¢ — ¢’} und Lf",

{u | ¢ —“4n ¢'}. Es sollte klar sein, dass diese Sprachen alle regular smd.
Bei Ly nimmt man den NBA A und macht ¢ zum Anfangszustand und ¢’
zum einzigen Endzustand. Bei Lf'" , geht man genauso vor, fithrt aber in den
Zustédnden noch ein Bit mit, Welcheb zundchst auf 0 gesetzt wird, bei einem
Durchlauf eines Endzustands auf 1 gesetzt wird. Endzustand ist dann nur
noch die Kombination aus ¢’ und dem Bit 1.

Nun gilt folgende Gleichung fiir jedes u € X*.

p

( ﬂ Lq’q’) N ( ﬂ qu?q’)

7,4’ €Q a9’ €Q

a—"q’ 4" gnd’
Beachte, dass es nur endlich viele Zustdnde und somit nur endlich viele Zu-
standspaare gibt. Somit handelt es sich also bei der rechten Seite um einen
endlichen Schnitt regulérer Sprachen. Die Klasse der regulidren Sprachen ist
aber unter endlichen Schnitten abgeschlossen, wodurch die linke Seite der
Gleichung also ebenfalls eine regulire Sprache bildet. O

Lemma 6.5. Seien U,V zwei Aquivalenzklassen von ~ und sei w € UVY.
Wenn w € L(A), so ist sogar UV C L(A).

Beweis. Wir zerlegen das Wort w als w = wvivovsvy... mit v € U und
v; € V und betrachten einen akzeptierenden Lauf. Aus der Annahme, dass
U,V Aquivalenzklassen sind kénnen wir dann einen akzeptierenden Lauf fiir
jedes andere Wort aus UV* konstruieren. a

Lemma 6.6. Seien U,V zwei Klassen von ~ undw € UV¥. Wennw € L(A),
s0 ist sogar UV C L(A).

Beweis. Angenommen, es gibe ein w’ € UV mit w’ € L(A). Dann wiirde
mit Lemma 6.5 auch w € L(A) gelten, was der Annahme widerspricht. a

Lemma 6.7. Fiir jedes beliebige Wort w = agaias --- € X¥ existieren Aqui-
valenzklassen U,V von ~, so dass w € UVY.
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Beweis. Jedes endliche Wort liegt in einer Klasse (nédmlich “seiner” Klasse).
Wir betrachten folgende Farbung von (g) Setze f({i,7}) gleich der Aquiva-
lenzklasse von a; ...aj_1, wobei 0.B.d.A. i < j. Der Satz von Ramsey liefert
eine Aquivalenzklasse V und eine unendliche Teilmenge S C N, so dass fiir alle
i,7 € Smit 7 < jgilt: a;...a;—1 € V. Wenn jetzt iy das kleinste Element von
S ist und U die Aquivalenzklasse von ag . . . aj,—1 ist, dann folgt w € UV“. O

Satz 6.8. Sei A ein Biichi-Automat. Die Sprache L(A) ist w-reguldr.

Beweis. Aus Lemmas 6.5—6.7 folgt zunéchst das Folgende.
L(A) = | J{Uv"|U,V e X/~ und UV N L(A) = 0}

Jetzt ist noch zu bemerken, dass X*/ ~ endlich ist. Damit bildet die rechte
Seite dieser Gleichung aber eine w-regulidre Sprache. ad

Es folgt mit Satz 5.13, dass auch ein NBA A’ existiert, der gerade das
Komplement von L(A) erkennt. Dieser lidsst sich sogar effektiv berechnen.
Dabei kann man wie folgt vorgehen. Die endlich vielen Aquivalenzklassen
werden durch Représentanten dargestellt und aus dem Automaten abgelesen.
Durch Tiefensuche im Automaten kann man dann diejenigen Klassen U,V
identifizieren, fiir die UV* disjunkt von L(.A) ist. Wegen Lemma 6.5 und 6.6
ist das ja gleichbedeutend damit, dass uv* nicht in L(.A) ist, wobei v € U und
v € V beliebige Reprisentanten sind.

Korollar 6.9. Sei A ein NBA mitn Zuzstdnden. Dann existiert ein NBA A’,
so dass L(A') = L(A) und |A'| = O(2*"").

Wir werden im Folgenden noch sehen, dass diese Schranke asymptotisch
nicht optimal ist.

6.3 Entscheidbarkeit der monadischen Logik zweiter
Stufe

Die monadische Logik zweiter Stufe (MSO) hat dieselbe Syntax wie ihre
schwache Variante WMSO, jedoch wird die Restriktion, dass bei WMSO
zweitstufige Quantoren nur tiber endliche Mengen rangieren, aufgehoben. Die
Formel

X Ve . X (z) = Jy.x <y A X(y)

ist also in WMSO nicht giiltig, in MSO jedoch giiltig. Man kann als Zeuge fiir
das X einfach die Menge N aller natiirlichen Zahlen hernehmen.

So wie WMSO als Logik iiber endlichen Woértern angesehen werden kann,
kann MSO als entsprechende Logik iiber unendlichen Wortern angesehen wer-
den. Die Alphabetsymbole ergeben sich wieder als Bitvektoren einer Lénge,
die bestimmt ist durch die Anzahl der freien Variablen einer Formel.
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Die Logik MSO, also monadische Logik zweiter Stufe interpretiert iiber
unendlichen Wortern, ist insbesondere deshalb wichtig, weil sich viele Forma-
lismen, mit denen man Sprachen unendlicher Worter spezifizieren kann, in
diese Logik einbetten lassen.

Die wichtigste Frage bzgl. MSO ist natiirlich wieder einmal die der Ent-
scheidbarkeit. Diese ist jedoch jetzt recht leicht zu sehen. Mit der oben ge-
klarten Frage des Komplementabschlusses der w-regulédren Sprachen kann man
eine Ubersetzung von MSO nach NBA in Analogie zur Ubersetzung von
WMSO nach NFA aus dem Abschnitt 2.2.2 angeben. Wichtig ist ebenfalls,
dass man zu einem gegebenen NBA entscheiden kann, ob die von ihm erkann-
te Sprache leer ist oder nicht.

Satz 6.10. Das Problem, zu einem gegebenen NBA festzustellen, ob die von
thm erkannte Sprache nicht leer ist, ist in polynomialer Zeit entscheidbar.

Beweis. Sei A = (Q, X, qo,0, F') ein NBA. Diesen identifizieren wir mit seinem
Transitionsgraphen. Es gilt L(A) # () genau dann, wenn es ein g € Q gibt,
so dass ¢ von ¢g aus erreichbar ist und ¢ selbst von ¢ aus erreichbar ist auf
einem Zykel, der mindestens Linge 1 hat und einen Endzustand durchlauft.
Die Richtung “«<” darin ist leicht zu sehen. Fiir die Richtung “=" nehme man
sich einen akzeptierenden Lauf. Dieses ist unendlich und besucht unendlich
oft Endzusténde, aber insgesamt gibt es nur endlich viele Zustédnde, die er
durchlaufen kann. Also muss er irgendwann einmal einen Zustand zwei Mal
besuchen, so dass dazwischen ein Endzustand durchlaufen wird.

Mithilfe von Tiefen- oder Breitensuche kann man in polynomialzeit testen,
ob es solch einen Zustand ¢ gibt und somit das Leerheitsproblem fiir NBA
entscheiden. ad

Satz 6.11. Es existiert ein effektives Verfahren, das zu gegebener MSO-
Formel ¢ entscheidet, ob sie erfiillbar ist.

Beweis. Zu gegebener MSO-Formel ¢ mit freien Mengenvariablen X, ...,
Xp—1 (moglicherweise n = 0, also ¢ geschlossen) konstruiert man einen Biichi-
Automaten A, iiber dem Alphabet 2{0,...,n—1} (also einelementiges Alphabet,
wenn n = 0) derart, dass L(A,) = {w | w |= ¢}, wobel w |= ¢ bedeutet, dass
¢ wahr ist, wenn man die Variable X; als die Menge {j | ¢ € a;} interpretiert,
wobel w = agaias . ... Man liest also das Wort w als unendliche Wertetabelle
fiir die X;.

Die Konstruktion des Automaten erfolgt durch Induktion tiber den Auf-
bau von ¢. Die Boole’schen Operationen gehen wie iiblich (Produktautomat,
Komplementierung). Existenzquantoren behandelt man wieder durch Alpha-
betprojektion, welches Nichtdeterminismus einfiihrt.

Dies realisiert eine Reduktion auf das Leerheitsproblem fiir NBA, welches
laut Satz 6.10 entscheidbar ist. O

Wie in Korollar 6.9 gesagt wird bei der Komplementierung eines NBA nach
dem hier vorgestellten Verfahren die Zustandszahl exponentiell erhoht, also
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auch bei der Behandlung von Allquantoren, die man ja als =3- auffasst. Dies
fithrt wie beim Verfahren fiir WMSO zu einer nichtelementaren Komplexitét
DTIME(2¢(r)) des Entscheidungsproblems. In der Praxis ist dieses Verfahren
aber wesentlich schwieriger zu implementieren als das Verfahren fiir WMSO.
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Weitere Akzeptanzbedingungen

Die Biichi-Akzeptanzbedingung—unendliches Auftreten von Zustinden aus
einer Menge—ist zwar eine natiirliche Erweiterung der Akzeptanz endlicher
Automaten auf endlichen Wértern, jedoch sicherlich nicht die einzige Moglich-
keit, Akzeptanz auf unendlichen Wortern zu definieren. In diesem Kapitel
lernen wir weitere Akzeptanzbedingungen und die entsprechenden Automa-
tentypen kennen.

7.1 Rabin-, Streett- und Paritdtsautomaten

Léaufe solcher Automaten sind wiederum unendliche Sequenzen p = qq, q1, - . -
von Zustdnden, die der Transitionsfunktion gehorchen und jeweils im An-
fangszustand beginnen. Fiir solch einen Lauf p bezeichnen wir mit Inf(p) die
Menge derjenigen Zustédnde, die unendlich oft auf diesem Lauf vorkommen,
d.h.

Inf(p) = {q|q = ¢ fiir unendlich viele i}

Definition 7.1. Ein Rabin-Automat (NRA) ist ein Tupel A = (Q, X, qo, 9, F),
wobei @, X, qo,  wie bei NBAs definiert sind, und F = {(G1, F1),. .., (Gk, Fi)}

Solch ein NRA heifit deterministisch (DRA), falls |0(¢q,a)| = 1 fiir alle
g€ Qund a€e .

Ein Lauf p = qo,q1,... eines NRA heifit akzeptierend, falls es ein i €
{1,...,k} gibt, so dass Inf(p) N G; # 0 und Inf(p) N F; = (. Die Sprache
L(A) ist wieder die Menge aller Worter, fiir die es einen akzeptierenden Lauf
gibt.

Die GroBe eines NRA ist die Anzahl |@Q| seiner Zustéinde. Der Index eines
Rabin-Automaten ist die Grofle seiner Endzustandskomponente, also hier k.

Die Endzustandskomponente enthélt also Paare von im Unendlichen er-
laubten und verbotenen Zustédnden.

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_7, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Abb. 7.1. Transitionsfunktion eines Automaten iiber dem Alphabet X' = {a,b, c}.

Beispiel 7.2. Sei X = {a, b, c}. Betrachte die Sprache L := {w € X* | |w|, =
00 = |w|p = co}. Der NRA in Abb. 7.1 protokolliert in seiner Zustandsmenge
einfach das zuletzt gelesene Zeichen eines Worts. Um ihn L erkennen zu lassen,
reicht es aus sich zu iiberlegen, dass ein Wort w in L ist genau dann, wenn der
eindeutige Lauf darauf entweder unendlich oft den Zustand q, durchlauft oder
nur endlich oft den Zustand q,. Ersteres wird durch das Rabin-Paar ({qs}, ()
modelliert. Letzteres wiederum entspricht dem Rabin Paar (@, {da.}).
Somit wird der in Abb. 7.1 gezeigte Automat mit

F o= {({qb}vm)v(Qv{qa})
zu einem NRA—Dbzw. sogar DRA—der L erkennt.

Die Streett-Bedingung ist das duale zu der Rabin-Bedingung. Syntaktisch
ist ein Streett-Automat nicht von einem Rabin-Automat zu unterscheiden,
seine Akzeptanz ist jedoch dual zu der eines Rabin-Automaten definiert.

Definition 7.3. Ein Streett-Automat (NSA) ist ein Tupel A = (Q, X, qo, 0, F),
wie bei einem NRA, also insbesondere mit F = {(G1, F1),...,(Gk, Fx)}. De-
terministische Streett-Automaten (DSA) sind wie iiblich definiert.

Ein Lauf p = qo, q1, - - . eines NSA ist akzeptierend, falls fir allei = 1,...k
gilt: Inf(p) N G; # 0 = Inf(p) N F; # 0. Die vom NSA A erkannte Sprache
ist ebenfalls wie iiblich definiert.

Genauso ist die Grofle eines NSA wieder die Anzahl |Q| seiner Zusténde,
und sein Indez ist die Grofle seiner Endzustandskomponente, also k.

Die Endzustandskomponente eines Streett-Automaten beschreibt also Ab-
héingigkeiten der Form, dass ein bestimmter Zustand nur unendlich oft durch-
laufen werden darf, wenn auch ein anderer unendlich oft durchlaufen wird.

Beispiel 7.4. Betrachte wieder die Sprache L = {w € {a,b,c}¥ | |w|, = 00 =
|w], = co}. Den in Abb. 7.1 gezeigten Automaten kann man auch als NSA
bzw. DSA auffassen. Die Beschreibung der Sprache L ldsst sich sehr leicht als
Streett-Bedingung modellieren: F = {({aa.}, {av})}-

Die von Rabin- bzw. Streett-Automaten erkannte Sprachklasse enthilt
mindestens die w-reguldren Sprachen, weil die Biichi-Bedingung ein Spezi-
alfall der Rabin- oder Streett-Bedingungen ist.



7.1 Rabin-, Streett- und Paritdtsautomaten 7

Satz 7.5. Fiir jeden NBA A der Grofie n existiert ein NRA (NSA) A’ der
Grifie n und vom Index 1, so dass L(A") = L(A).

Beweis. Ubung,.

Die Dualitét zwischen Rabin- und Streett-Bedingung wird durch das fol-
gende Lemma formalisiert.

Lemma 7.6. Sei A = (Q, X, qo,0,F) ein NRA oder NSA und p ein Lauf
dieses Automaten auf einem Wort w € X¥. Dann ist p akzeptierend bzgl. der
Rabin-Bedingung F genau dann, wenn p nicht akzeptierend bzgl. der Streett-
Bedingung F ist.

Beweis. Ubung,.

Daraus folgt sofort, dass sich ein DRA leicht zu einem DSA und umgekehrt
komplementieren lésst.

Satz 7.7. Fir jeden DRA (DSA) A der Gréfie n und Index k gibt es einen
DSA (DRA) A der Grifie n und Indez k, so dass L(A) = X%\ L(A).

Beweis. Die Konstruktion ist trivial. Setze A := A. Wichtig ist, dass dieser
als Automat mit der jeweils anderen Akzeptanzbedingung aufgefasst wird.
Die Korrektheit folgt mit Lemma 7.6 sofort aus der Tatsache, dass ein deter-
ministischer Automat auf einem gegebenen Wort w € X genau einen Lauf
hat. ad

Beachte, dass der Determinismus eine wichtige Voraussetzung in diesem
Satz ist. Ein NRA lésst sich i.A. nicht so leicht in einen NSA komplementie-
ren, da Nichtakzeptanz durch einen nichtdeterministischen Automaten eine
universelle Aussage ist, die iiber alle Laufe quantifiziert. Dies wiederum kann
aber nicht ohne weiteres von einem nichtdeterministischen Automaten model-
liert werden.

Ein Nachteil von Rabin- und Streett-Automaten ist, dass ihre Akzeptanz-
bedingung jeweils nicht unter Komplement abgeschlossen ist. Beachte, dass
sich dies auch bei der Biichi-Bedingung so verhélt: “nicht unendlich oft” ldsst
sich nicht einfach wiederum als “unendlich oft” formulieren.

Wir definieren noch eine weitere Akzeptanzbedingung, welche dual zu sich
selbst ist. Dabei werden den Zusténden eines Automaten Prioritaten zugeord-
net, wobei gerade Prioritdten als gut und ungerade als schlecht anzusehen sind
und ihr Betrag ausdriickt, wie wichtig der Zustand im Vergleich zu anderen
ist.

Definition 7.8. Ein Parititsautomat (NPA) ist ein A = (Q, X, qo, 9, 2), wo-
bei @, X, qo, d wie iiblich definiert sind, und {2 : Q — N. Ein deterministischer
NPA (DPA) ist wie iiblich definiert.

Ein Lauf p = qo,q1,... eines Paritdtsautomaten heifit akzeptierend falls
max{{2(q) | ¢ € Inf(p)} gerade ist.
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Der Index eines Paritéitsautomaten misst die Komplexitit seiner Akzep-
tanzbedingung und ist gegeben als [{2(q) | ¢ € Q}|, also die Anzahl verschie-
dener Prioritédten, die in ihm verwendet werden.

Beispiel 7.9. Wir betrachten wieder die Sprache L = {w € {a,b,c}¥ | |w|, =
00 = |w|p = oo} wie oben. Den in Abb. 7.1 gezeigten Automaten kann man
ebenso als NPA bzw. DPA hernehmen, um damit L zu erkennen. Beachte,
dass ein unendliches Durchlaufen des Zustands qp offensichtlich gut in Bezug
auf diese Sprache ist. Deswegen sollte dieser Zustand eine gerade Prioritét
haben. Ein unendliches Durchlaufen des Zustands q, ist nur dann gut, wenn
auch qp unendlich oft durchlaufen wird, ansonsten schlecht. Deswegen sollte
er eine ungerade Prioritét, die kleiner ist als die von qp,, haben. Schlussendlich
kann Zustand q. dann wieder eine noch kleinere gerade Prioritdt bekommen,
denn diesen unendlich oft zu durchlaufen ist im Prinzip gut, es sei denn, q,
wird auch unendlich oft durchlaufen. Setze also

20@) =1, 2ap)=2, 2a)=0
wodurch dieser Automat zu einem NPA mit Index 3 wird, der L erkennt.

Die Selbstdualitidt der Paritétsbedingung ist darin begriindet, dass in ei-
nem Lauf p die maximale, unendlich oft auftretenden Prioritét eindeutig ist
(was die Endlichkeit der zugrundeliegenden Zustandsmenge benutzt). Diese
ist nicht gerade genau dann, wenn sie ungerade ist, und “unendlich oft un-
gerade” lédsst sich wiederum als “unendlich oft gerade” darstellen, wenn man
alle Prioritdten um eine ungerade Zahl verschiebt. Solch eine Transformati-
on erhélt natiirlich die totale Quasi-Ordnung auf den Zustéinden, die durch
Vergleich ihrer Prioritdten gegeben ist.

Beachte, dass dieses Prinzip leider wiederum nur zur Komplementierung
deterministischer Automaten verwendet werden kann, weil bei solchen exis-
tentielle und universelle Quantifizierung iiber die Liufe auf einem gegebenen
Wort dasselbe sind.

Satz 7.10. Fir jeden DPA A der Grifie n und vom Index k gibt es einen
DPA A der Griéfle n und vom Index k, so dass L(A) = X\ L(A).

Beweis. Sei A = (Q, X, qo,0,82) ein DPA. Definiere A := (Q, X, qo, 6, 2),
wobei fiir alle ¢ € @Q: -
20q) = 20g)+1.

Klar ist, dass A ebenfalls deterministisch ist. Die Abschiitzung seiner Grofle
und seines Index ergeben sich direkt aus dieser Konstruktion.

Sei auBlerdem w € X* und p der eindeutige Lauf von A auf w. Beachte,
dass p dann auch der eindeutige Lauf von A auf w ist und dass die maximale,
unendliche oft auftretende Prioritdt darin bzgl. {2 gerade ist genau dann,
wenn sie bzgl. {2 ungerade ist. a
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Wie bei Rabin- und Streett-Automaten konnen Parititsautomaten eben-
falls die Biichi-Bedingung leicht modellieren. Damit gilt also, dass Paritétsau-
tomaten ebenfalls mindestens die Klasse der w-reguléren Sprachen erkennen.

Satz 7.11. Fiir jeden NBA A der Grifle n existiert ein dquivalenter NPA A’
der Grofie n und vom Index 2.

Beweis. Ubung,.

Andererseits gilt, dass NPAs hochstens die w-reguléren Sprachen erken-
nen. D.h. aus einem NPA ldsst sich auch ein dquivalenter NBA gewinnen. Dies
geht allerdings nicht ohne Vergroflerung der Zustandszahl, da die Paritatsbe-
dingung offensichtlich méchtiger ist als die Biichi-Bedingung. Die Transfor-
mation beruht auf der Tatsache, dass die maximale, unendlich oft auftretende
Prioritét in einem Lauf gerade ist genau dann, wenn es einen Moment in dem
Lauf gibt, ab dem eine gerade Prioritdt unendlich oft auftritt und keine grofie-
re Prioritdt mehr vorkommt. Dies ist aber als Biichi-Bedingung formulierbar,
und ein nichtdeterministischer Automat kann iiber seine Zustandsmenge so-
wohl diese gerade Prioritéit wie auch diesen Moment erraten.

Satz 7.12. Fiir jeden NPA A der Grifie n und vom Index k existiert ein NBA
A" mit hichstens n - (k+ 1) Zustinden, so dass L(A") = L(A).

Beweis. Sei A = (Q, X, qo, 9, {2) ein NPA. Wir konstruieren einen #quivalen-
ten NBA A’, der intuitiv wie folgt arbeitet. Er besteht aus mehreren Kompo-
nenten, von der eine einfach eine Kopie von A ist, die auch den Anfangszu-
stand enthélt, aber keine Endzustéande. In eine andere Komponente zu wechseln
bedeutet Erraten des oben genannten Moments. In dieser kommen dann nur
noch Zusténde mit beschréinkter Prioritat vor.

Formal wird A’ wie folgt konstruiert. Sei G die Menge der in A verwende-
ten geraden Prioritdten und Q|; = {q € Q | £2(¢) < i} fiir jedes i € G. Dann
ist A" = (Q', X, qo,9', F), wobei

Q = Q uJ{i} xQl

i€G

Das jeweilige {i} dient lediglich dazu, die einzelnen Zustinde in den ver-
schiedenen Komponenten zu markieren. Die Transitionsfunktion ist dann die
folgende.

§(q,a) = 6&(q,a) U {(i,¢") | m <i <k,i gerade,q € §(q,a),2(q") < i}
6((i,q),a) == {(i,d") [ ¢ € d(q,a), 2(¢") <}

Die Endzusténde sind dann jeweils diejenigen mit urspriinglicher Prioritét ¢
in -Komponenten.

F o= {(i,q) | 2(q) =1}
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Es sollte klar sein, dass A" hochstens |Q|+|G|-|Q], also n(k+1) viele Zusténde
hat. Es bleibt noch die Korrektheit der Konstruktion zu zeigen.

“D” Sei w € L(A). Dann existiert ein akzeptierender Lauf p = qo, q1, .. -
von A auf w, d.h. max{2(q) | ¢ € Inf(p)} ist gerade. Also existiert ein gerades
t mit m < ¢ <k, so dass unendliche viele g; die Prioritét ¢ haben, aber nur
endliche viele haben jeweils eine Prioritéit ' mit ¢/ > ¢. Also gibt es ein n € N,
so dass fur alle j > n gilt: £2(g;) < i. Zusétzlich gibt es unendlich viele j > n,
so dass £2(g;) = i. Man vergewissert sich leicht, dass dann

qo,9q15---,45-1, (’L7 q;>7 (i7(1j+1), (7/) C]j+2)7 e

ein akzeptierender Lauf von A’ auf w ist.
“C” Analog. ad

Auf eine sehr dhnliche Art und Weise lésst sich auch eine Rabin-Bedingung
in eine Biichi-Bedingung iibersetzen. Dies liegt daran, dass die Rabin-Bedin-
gung existentiell {iber Paare von Mengen quantifiziert und ein nichtdeter-
ministischer Biichi-Automat in seinem Zustandsraum diese Quantifizierung
nachbauen kann. Eine Umwandlung eines Streett-Automaten in einen Biichi-
Automaten ist dagegen schwieriger, aber ebenfalls moglich.

Satz 7.13. Fir jeden NRA A der Grifie n und vom Indexr k existiert ein
dquivalenter NBA A" mit hochstens n - (k + 1) vielen Zustinden.

Beweis. Ubung.

7.2 Muller-Automaten

Nachdem die offensichtlich stérkeren Akzeptanzbedingungen Rabin, Streett
und Paritidt dennoch nicht die Klasse der erkennbaren Sprachen im Vergleich
zu Biichi vergroflern, stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt eine Akzeptanz-
bedingung geben kann, die dies leistet. Wir betrachten dazu natiirlich wei-
terhin nur verniinftige Bedingungen, d.h. solche, die wie die oben genannten
iiber das unendliche Auftreten von Zustéinden definiert sind. Dann gibt es
eine offensichtlich michtigste Akzeptanzbedingung, ndmlich die sogenannte
Muller-Bedingung.

Definition 7.14. Ein Muller-Automat (NMA) ist ein A = (Q, X, qo, 0, F),
wobei @, X, qp,d wie iiblich definiert sind und F C 29. Deterministische
Muller-Automaten (DMA) sind ebenfalls wie iiblich definiert.

Die Grofie eines NMA ist wieder die Anzahl |Q| seiner Zustéinde, und sein
Index ist die Grofe seiner Endzustandskomponente, also | F|.

Ein Lauf p = qo,q1,... eines NMA ist akzeptierend, falls Inf(p) € F.
Wiederum ist L(.A) die vom NMA A erkannte Sprache.
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Beispiel 7.15. Wir betrachten noch einmal die Sprache L = {w € {a,b,c}* |
|w], = 00 = |w|p = oo} und den in Abb. 7.1 gezeigten Automaten. Da dieser
in seinem Zustand immer das zuletzt gelesene Zeichen reflektiert, kann man
ihm leicht eine Muller-Bedingung zuweisen, so dass er zu einem NMA bzw.
sogar DMA wird, der L erkennt. Definiere dazu lediglich

F = {5C{da:b;0c} |ga €S = qp € S}

als Endzustandskomponente. Somit wird dieser Automat zu einem DMA vom
Index 6, der L erkennt.

In einem Muller-Automaten wird also einfach explizit tabuliert, welche
Mengen von Zusténden unendlich oft durchlaufen werden diirfen. Im Gegen-
satz dazu kann man die anderen Akzeptanzbedingungen als symbolische
Reprisentation von solchen Mengen auffassen. Es ist also nicht verwunderlich,
dass man mithilfe von Muller-Automaten die anderen Automaten simulieren
kann.

Satz 7.16. Fiir jeden NBA / NRA / NSA / NPA A der Grifle n existiert
ein dquivalenter NMA A’ der Grifle n.

Beweis. Der Trick ist, den Automaten an sich beizubehalten und lediglich
die Akzeptanzbedingung in der neuen Endzustandskomponente explizit zu
machen. Wir zeigen dies hier exemplarisch fiir den Fall der Rabin-Automaten.
Die anderen Félle sind analog bzw. folgen gleich aus Satz 7.5.

Sei A = (Q,X,q0,6,{(G1, F1),...,(Gk, F))}) ein NRA. Definiere einen
NMA A" :=(Q, ¥, qo, 6, F), wobei fiir alle S C @Q gilt:

SeF «— Fie{l,....k}mit SNG; D und SNF;, =10

Sei nun w € X¥. Dann ist w € L(A) genau dann, wenn es einen Lauf p gibt,
der akzeptierend bzgl. der Rabin-Bedingung {(G1, F1), ..., (Gk, F))} ist. Sei
S = Inf(p). Dies bedeutet, dass es ein i € {1,...,k} gibt, so dass SN G; # 0
und SN F; = (. Somit ist S € F und p ist damit auch akzeptierender Lauf
von A’ auf w. Die Riickrichtung gilt genauso. a

Obwohl die Muller-Bedingung auf den ersten Blick viel stirker als die
Biichi-Bedingung z.B. aussieht, erkennen Muller-Automaten auch nur die w-
reguléiren Sprachen.

Satz 7.17. Fir jeden NMA A der Griéfie n und vom Index k gibt es einen
NBA A’ der Grifle hochstens n+k-n-2" mit L(A") = L(A).

Beweis. Sei A = (Q, X, qo,9,F) ein NMA mit |Q| =n und F = {Fy,..., Fi}.
Wir konstruieren einen dquivalenten NBA, der intuitiv wie folgt arbeitet. Er
besteht aus k& + 1 vielen Komponenten, die jeweils einen Teilgraphen von A
darstellen. Eine dieser Komponenten ist lediglich eine Kopie von A und enthélt
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den Anfangszustand des NBA aber kein Endzustdnde. In dieser Komponen-
te kann A’ ein beliebiges Prifix eines Wort in L(A) erkennen. Ab irgend-
einem Zeitpunkt werden in einem akzeptierenden Lauf von A jedoch genau
die Zustédnde in einem F; durchlaufen. Dazu kann A’ zu jedem Zeitpunkt
nichtdeterministisch in eine der £ unabhéngigen Komponenten wechseln, die
aus Kopien von A, eingeschrinkt auf ein jeweiliges Fj, bestehen. Dadurch
ist gewdhrleistet, dass hochstens die Zusténde aus einem F; unendlich oft in
einem Lauf vorkommen. Es muss aber auch noch sichergestellt werden, dass
diese alle unendlich oft vorkommen. Dazu enthélt jede dieser Komponenten
einen Zéhler in Form einer Zustandsmenge, in der die in dieser Komponente
durchlaufenen Zustéande protokolliert werden. Enthélt dieses Protokoll das ge-
samte Fj, so signalisiert der NBA dies mit einem Endzustand wird und setzt
es wieder auf () zuriick.
Formal sei A" := (@', X, qo,d’, F') mit

k
Q = QuU U{z} x Fy x 2F%
i=1
Das jeweilige {i} ist natiirlich unnétig, erleichtert jedoch die Notation der
Transitionsfunktion.

§(g,a) = 8(q;a) U{(i,¢,0) i€ {l,...,k},q €d(q,a) N F}

o _ J{G@d, Su{ah) [ d €dlga)nFi} , falls S # F;
8'((i,q,5),a) = {{(i,qﬂ(b) | €6(g,a) N F} , falls S = F;

Endzusténde sind alle solche, in denen in einer der F;-Komponenten proto-
kolliert wurde, dass alle Zusténde aus F; durchlaufen wurden.

F = {(i,q¢. F;) |ie{l,....,k},qe F;}

Es bleibt noch die Korrektheit dieser Konstruktion zu zeigen.

“D” Angenommen, w € L(A). Dann existiert ein Lauf p = ¢o,q1,..., so
dass Inf(p) € F, also Inf(p) = F; fiireini € {1,...,k}. D.h. es gibt ein j € N,
so dass g, € F; fiir alle h > j und zusétzlich gibt es fiir jedes ¢ € F; unendlich
viele h mit ¢, = q. Man vergewissere sich, dass

p/ = 4q0,4915---,95—1, (7” qj, (Z))a (Z7 qj+1, {Q]})) (’La qj+2, {qj+17qj+2})7 ..

ein Lauf von A’ auf w ist. Dieser ist auflerdem akzeptierend, weil er unendlich
viele Zustdnde der Form (i,¢’, F;) enthalten muss, da nach Voraussetzung
alle Zustédnde aus F; unendlich oft in p vorkommen und somit die Protokoll-
Komponente der Zustéinde unendlich oft F; sein muss.

“C” Analog. O

Wenn man die Sétze 7.5, 7.11, 7.16 und 7.17 und die Definition von w-
Regularitit zusammennimmt, so ergibt sich, dass alle hier vorgestellten Au-
tomatentypen genau die w-reguldren Sprachen erkennen.
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Korollar 7.18. Fiir eine Sprache L C X% sind die folgenden Aussagen dqui-
valent.

a) L ist w-requldr.

b) L wird von einem NBA erkannt.
¢) L wird von einem NRA erkannt.
d) L wird von einem NSA erkannt.
e) L wird von einem NPA erkannt.
f) L wird von einem NMA erkannt.

7.3 Co-Biichi-Automaten

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir noch das Komplement der
Biichi-Bedingung als Akzeptanzbedingung.

Definition 7.19. Ein co-Biichi-Automat (NcoBA) ist ein A = (Q, X, qo, 9, F),
wie bei einem NBA—insbesondere mit F' C @ einer Menge von Endzusténden.
Solch ein NcoBA heifit wiederum deterministisch (DcoBA), falls [6(q,a)| =1
fiir alle ¢ € @ und a € X. Die Grofle eines NcoBA ist ebenfalls die Anzahl |Q)]
seiner Zusténde.

Ein Lauf p = qo, q1,... eines NcoBA heiflt akzeptierend, falls es ein i €
{1,...,k} gibt, so dass ¢; € F fiir alle j > ¢. Die Sprache L(.A) ist wieder die
Menge aller Worter, fiir die es einen akzeptierenden Lauf gibt.

Beispiel 7.20. Die co-Biichi-Akzeptanzbedingung ist natiirlich wie geschaffen
fiir Sprachen, die {iber hochstens endliches Vorkommen von Ereignissen in
einem Wort definiert sind. So wird die Sprache L = {w € {a,b}* | |w|p < oo}
z.B. von dem folgenden co-Biichi-Automaten erkannt.

a,b a

Andererseits kann man diesen Automaten auch als NBA auffassen, und die
erkannte Sprache bleibt dieselbe. Dies liegt natiirlich daran, dass von dem
Endzustand aus kein Nichtendzustand mehr erreichbar ist. So kommen in
einem Lauf dieses Automaten unendliche viele Endzusténde vor genau dann,
wenn nur endlich viele Nichtendzustédnde vorkommen.

FEinen Unterschied zwischen Biichi- und co-Biichi-Akzeptanzbedingung
gibt es jedoch in Bezug auf den folgenden Automaten.
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Als NcoBA aufgefasst erkennt dieser tatséchlich die Sprache L. Als NBA auf-
gefasst erkennt er jedoch die Menge aller Worter, in denen unendliche viele a’s
vorkommen. Dies ist eine echte Obermenge von L, zu der z.B. (ab)¥ gehort,
welches jedoch nicht zu L gehort.

Der Name co-Biichi-Automat stammt daher, dass ein Lauf p = qq, q1, - - -
die co-Biichi-Bedingung erfiillt, also ab einem gewissen Moment nur noch End-
zustande durchlauft, genau dann, wenn dieser Lauf nicht akzeptierend bzgl.
der Biichi-Bedingung fiir die Menge @ \ F ist. Das bedeutet, dass sich zu-
mindest die deterministischen Varianten von Biichi und co-Biichi-Automaten
leicht ineinander komplementieren lassen.

Satz 7.21. Fir jeden DBA / DcoBA A der Grife n existiert ein DcoBA /
DBA A der Grifle n, so dass L(A) = X\ L(A).

Beweis. Ubung.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen Biichi- und co-Biichi-Automaten
besteht darin, dass sich letztere determinisieren lassen.

Satz 7.22. Fiir jeden NcoBA A mit n Zustinden existiert ein DcoBA A’ mit
hdchstens 3™ wielen Zustinden, so dass L(A") = L(A).

Wir prisentieren den Beweis an spéterer Stelle in einem anderen Kontext.
Interessanterweise léasst sich die sogenannte Miyano-Hayashi-Konstruktion,
die urspriinglich dafiir konzipiert wurde, einen alternierenden Biichi-Automa-
ten in einen nichtdeterministischen Biichi-Automaten zu iiberfithren, auch
dazu verwenden, co-Biichi-Automaten zu determinisieren.

Es stellt sich die Frage nach dem relativen Zusammenhang zwischen der
Klasse der von co-Biichi erkannten bzw. w-reguléren Sprachen. Man erkennt
recht leicht, dass letztere mindestens so méchtig wie erstere sein muss, da
sich die co-Biichi-Bedingung leicht als Muller-Bedingung formulieren lésst.
Dies fiihrt aber zu einem unnétigen Blow-Up bei der weiteren Ubersetzung in
einen NBA. Andererseits kann man die co-Biichi-Bedingung aber auch leicht
als Spezialfall der Paritétsbedingung ansehen, und dann Satz 7.12 anwenden.
Dies liefert das folgende Resultat.

Satz 7.23. Fiir jeden NcoBA A der Grifie n existiert ein NBA A’ der Grifle
hdchstens 2n, so dass L(A’) = L(A).

Beweis. Ubung,.

Andererseits lidsst sich nicht jeder NBA dquivalent in einen NcoBA um-
wandeln.

Satz 7.24. Es gibt w-requlire Sprachen, die nicht von einem NcoBA erkannt
werden.
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Beweis. Betrachte die Sprache L = {w € {a,b}* | w enthilt unendlich viele
b}. Diese ist offensichtlich w-regulir. Sei andererseits angenommen, dass diese
auch von einem NcoBA erkannt wiirde. Dann wiirde sie laut Satz 7.22 auch
von einem DcoBA erkannt, und nach Satz 7.21 wiirde ihr Komplement L auch
von einem DBA erkannt. Dies ist aber laut Satz 5.8 nicht der Fall. ad






8

Determinisierung von Biichiautomaten

Der Titel dieses Kapitels klingt paradox; denn in Abschnitt 5.2 haben wir
gesehen, dass deterministische Biichi-Automaten echt schwécher als nicht-
deterministische sind. Es gibt w-regulire Sprachen, die nicht von einem DBA
erkannt werden konnen. Somit muss es also NBA geben, die sich nicht de-
terminisieren lassen. Die Antwort liegt in der Akzeptanzbedingung. Wie wir
sehen werden, sind deterministische Rabin-, Muller- oder Paritédtsautoma-
ten ausdrucksstark genug fiir diese Aufgabe. Dasselbe gilt zwar auch fiir
Streett-Automaten. Wir prasentieren hier jedoch zunéchst die bekannte Safra-
Konstruktion, die aus einem NBA einen DMA macht, den man auch leicht als
DRA auffassen kann.

Beispiel 8.1. Sei L = {w € {a,b}* | |w|y < oo} die aus Satz 5.8 bekannte
Sprache, welche nicht von einem DBA erkannt werden kann. Sie wird jedoch
von dem Automaten

a b

Cr o ()
(a0 )

a

erkannt, wenn man als Akzeptanzbedingung formuliert, dass ein unendlicher
Lauf den Zustand qg unendlich oft besucht, den Zustand q; jedoch nur endlich
oft. Dies ist leicht als Rabin-Bedingung F = {({qo},{q1})} oder auch als
Paritéitsbedingung mit £2(qo) = 0 und £2(q;) = 1 formalisierbar.

Am Schluss dieses Kapitels zeigen wir noch, wie man durch leichte Mo-
difikation der Safra-Konstruktion sogar gleich einen DPA aus einem NBA
konstruieren kann.

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_8, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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8.1 Fundamentales Problem der Determinisierung

Bevor wir die Safra-Konstruktion kennenlernen, beantworten wir noch eine
offensichtliche Frage: Kann man nicht die bei endlichen Automaten auf end-
lichen Wortern wohlbekannte Potenzmengenkonstruktion, die einen NFA in
einen DFA umwandelt, bei NBA ebenso anwenden? Die Antwort ist nein. In
naivster Variante wiirde diese zu einem gegebenen NBA A = (Q, X, qo, 9, F)
einen deterministischen Automaten konstruieren, dessen Zustandsmenge 2¢
ist und dessen Transitionsfunktion definiert ist als

§(S,a) = U(S(q,a)
qeSs

fiir jedes a € Y. Es stellt sich die Frage, wie man geeignet die Akzeptanzbedin-
gung festlegen kann, so dass der resultierende Automat genau L(A) erkennt.
Dass dies nicht geht, zeigt folgendes Beispiel. Betrachte den NBA A:

a
odE O
a

Dieser erkennt nur Worter, die unendlich viele Teile der Form aa haben.

Als néchstes betrachten wir den deterministischen Automaten 5, der aus
A durch Anwenden der Potenzmengenkonstruktion entsteht. Dieser sieht fol-
gendermaflen aus.

Wir zeigen jetzt, dass B mit keiner wie auch immer formulierten Muller-
Bedingung zu A dquivalent ist.

Satz 8.2. Sei A der wie oben konstruierte NBA und B der wie oben konstru-
ierte, deterministische Automat dazu. Es gibt kein F C 2191} so dass B mit
der Muller-Bedingung F zu einem DMA wird und L(B) = L(A) gilt.

Beweis. Durch Widerspruch. Sei solch ein F C 2{01} gegeben. Betrachte
zunichst das Wort w = a(aab)¥. Es gilt w € L(A). Dann miisste auch B
einen akzeptierenden Lauf auf w haben. Da B deterministisch ist, gibt es genau
einen Lauf auf w, und dieser besucht die Zusténde {1} und {0, 1} unendlich
oft. Also gilt {{1},{0,1}} € F. Damit wiirde B aber auch das Wort a(ab)*
akzeptieren, welches nicht in L(A) liegt. O



8.1 Fundamentales Problem der Determinisierung 89

Somit ist also nicht nur gezeigt worden, dass sich NBAs nicht per Po-
tenzmengenkonstruktion in DBAs umwandeln lassen, was wir sowieso schon
wussten, sondern auch, dass die Potenzmengenkonstruktion mit keiner der im
vorigen Kapitel vorgestellten Akzeptanzbedingungen versehen werden kann,
um damit NBAs zu determinisieren.

Das obige Beispiel ist zwar geeignet, um diese recht starke Aussagen zu
beweisen. Allerdings erklart es nicht gut, woran genau die Potenzmengen-
konstruktion scheitert. Dies zu verstehen ist natiirlich essentiell dafiir, eine
funktionierende Konstruktion zu entwerfen.

Zunéchst bemerken wir, dass die Potenzmengenkonstruktion eine Uberap-
proximation an die Sprache eines NBA liefert.

Satz 8.3. Sei A ein NBA und B der DBA, der durch die tibliche Potenzmen-
genkonstruktion aus A entsteht. Dann gilt L(B) 2 L(A).

Beweis. Ubung,.

Somit macht die Potenzmengenkonstruktion also hochstens etwas falsch,
ldsst salopp gesprochen aber nichts aus. Um genauer zu analysieren, was falsch
gemacht wird, betrachte die beiden NBAs A; (links) und A (rechts) iiber dem
einelementigen Alphabet X = {a}.

a a a
Cp, () (p,
() ——{2) (=)

Es gilt offensichtlich L(A;) = {a“} und L(A2) = 0, da in Ay kein Lauf

unendlich oft einen Endzustand enthalten kann. Dennoch entsteht bei der Po-
tenzmengenkonstruktion aus beiden Automaten derselbe folgende Automat.

D s CXD

Wir verfolgen einmal die Zusténde qo und q; durch die Makrozustdnde des Po-
tenzmengenautomaten auf dem einzigen Wort a*. Es ist klar, dass—mit Aus-
nahme des Anfangszustands—jeder Makrozustand einen der Mikrozustinde
go oder g1 nur enthélt, weil der Zustand davor einen gewissen enthalten hat. In
anderen Worten: Kein Zustand tritt urplotzlich in einem Makrozustand auf,
ohne dass es nicht einen Grund dafiir gegeben hétte in Form eines Vorgéngers
im Vorgéngermakrozustand.

Fiir den aus A; entstehenden Potenzmengenautomaten ergibt sich das
folgende Diagramm.

o qo do

q1 q1
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Man erkennt, dass der Zustand q; im jeweiligen Makrozustand enthalten ist,
weil er sowohl wegen qg als auch q; im Makrozustand davor hineinkommt.
Fiir den aus A3 entstehenden Potenzmengenautomaten ergibt sich jedoch das
folgende Diagramm.

[qol—{ g0

o J0 o

q1 q1

Der Unterschied ist der folgende. Der erste Lauf der Makrozustinde enthélt
einen internen Pfad, auf dem unendlich oft der Endzustand q; vorkommt. Der
zweite Lauf enthélt dies nicht. Daher sollte der erste akzeptierend sein, der
zweite jedoch nicht. Da beide jedoch dieselben Makrozustéinde durchlaufen,
muss eine Akzeptanzbedingung entweder verfeinert anhand der Ubergiinge
zwischen den Makrozustéinden definiert werden, oder die Determinisierungs-
prozedur muss andere Makrozustdnde verwenden, die diesen Unterschied
deutlich und anhand einer der bekannten Akzeptanzbedingungen definier-
bar machen. Das fundamentale Problem bei der Determinisierung von Biichi-
Automaten besteht also darin, akzeptierende Laufe des nichtdeterministischen
Biichi-Automaten in Form von internen Pfaden o.4. aufzufinden.

8.2 Safra-Konstruktion

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei A = (Q, X, qo, 0, F') ein NBA. Wir wollen
einen deterministischen Muller-Automaten M konstruieren, so dass L(A) =
L(M). Es ist niitzlich, sich den Muller-Automaten M imperativ vorzustellen:
In diesem Sinne ist der momentane Zustand von M ein Baum von Prozessen,
wobei ein Prozess besteht aus

einer eindeutigen Nummer PID,
einer Menge von A-Zustédnden,
einem Zeiger auf den Vaterprozess (aufler beim Wurzelprozess) und Zeigern
auf die Kinderprozesse, falls vorhanden,
e ciner Lampe.

Zusétzlich wird eine lineare Ordnung aller momentan aktiven Prozesse mit-
gefiihrt, so dass man feststellen kann, welcher zuerst erzeugt wurde.

Am Anfang gibt es nur einen Prozess. Dieser ist beschriftet mit {go}. Das
Fortschalten beim Lesen eines Symbols a erfolgt durch sukzessives Ausfiihren
der folgenden Schritte:

a) Sollte ein Prozess Endzustéinde enthalten, so wird ein neuer Kindprozess
erzeugt. Dieser ist beschriftet mit diesen Endzustéinden. Die Endzustéinde
verbleiben aber auch beim Elternprozess.

b) Jeder Prozess (einschliefllich der neu erzeugten) wird geméf der Potenz-
mengenkonstruktion weitergeschaltet. Man ersetzt also seine Beschriftung
B durch ,cp (g, a).
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c¢) Die Beschriftungen der Kinder sollen disjunkt sein: Kommt ein Zustand
in beiden vor, so muss der jiingere Prozess verzichten. Sollte dabei die Be-
schriftung leer werden, so wird der Prozess samt seinen (ebenfalls leeren)
Kindern, Enkeln, etc. entfernt.

d) Sollten die Beschriftungen aller Kinder die Beschriftung des Elternknotens
ergeben, so werden alle Kinder und Kindeskinder entfernt und die Lampe
des Elternknotens kurz aufgeblitzt.

Ein Wort ist akzeptiert, wenn im entsprechenden Lauf ein Knotenname ab ei-
nem gewissen Zeitpunkt immer vorhanden ist (nicht entfernt wird) und immer
wieder blitzt.

Die folgenden Invarianten lassen sich beobachten:

a) Die Beschriftungen der Kinder bilden zusammen immer eine echte Teil-
menge der Beschriftung des Elternknotens.
b) Die Wurzelbeschriftung entspricht der naiven Potenzmengenkonstruktion.

Formal ist die Zustandsmenge von M als die Menge der Safra-Bdume erklart:

Definition 8.4. Ein Safra-Baum iiber @ ist ein Tupel (K, <,p,l,!), wobei
folgendes gilt.

Fiir die Knotenmenge K gilt K C {1,...,2|Q|}.
Die Funktion p : K — K ordnet jedem Knoten x auler der Wurzel seinen
Vaterknoten p(x).
e “<” ist eine lineare Ordnung auf K. (k1 < ko bedeutet, dass kp &lter als
k2 ist.) Der Wurzelnoten r ist immer der dlteste (kleinste) bzgl. <.
e Die Beschriftung der Knoten ist gegeben als Funktion [ : K — 29, so dass
fiir alle k, k' € K und Wurzel r gilt:
Wenn p(k) = p(k') dann (k1) Nl(k2) = 0. D.h. Bruderknoten haben
disjunkte Beschriftungen.
— Wenn k # r, so ist {(k) C I(p(k)). D.h. die Beschriftung eines Knotens
ist eine Teilmenge der Beschriftung seines Vaters.
— Wenn k # 7, s0ist Uy )=, {(K") S 1(k). D.h. ein Vaterknoten enthélt
mehr Zusténde in seiner Bebchrlftung als alle seine S6hne zusammen.
e Die Funktion ! : K — {true, false} zeichnet einzelne Knoten aus, so dass
fiir alle k € K gilt: Wenn !k, dann hat k keine Kinder (es gibt kein &’ mit
p(K') = k).

Ist ¢ ein Safra-Baum, so bezeichnen wir seine Komponenten mit Ky, py, . ...
Zuerst beobachten wir, dass ein Safra-Baum nicht alle 2|Q| zur Verfiigung
stehenden Knotennamen ausschopfen kann. Dies liegt daran, dass Vaterknoten
in ihrer Beschriftung immer mehr Zustidnde tragen miissen als die Vereinigung
aller ihrer Sohnknoten hat. Somit gibt es zu jedem ¢ € @ hochstens einen (und
damit eindeutigen) tiefsten Knoten in einem Safra-Baum, der ¢ enthilt.

Lemma 8.5. Ein Safra-Baum tber Q hat héchstens |Q] viele Knoten.
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Beweis. Ubung,.

Eine Konsequenz daraus ist, dass also stets mindestens |@Q| Knotennamen
unbenutzt sind.

Mit S(Q) bezeichnen wir die Menge der Safra-Béume iiber Q). Als néchstes
schitzen wir deren Anzahl nach oben hin ab.

Lemma 8.6. Sei Q Zustandsmenge mit |Q| = n. Dann ist |S(Q)| = 20 1ogn)

Beweis. Ein Safra-Baum ist eindeutig bestimmt durch

die Menge K C {1,...,2n} mit |K| <n.

eine Funktion f: Q — {L,1,...,2n}, die jedem Zustand einen eindeutigen
Knoten zuordnet, in dem er vorkommt,

die Elternfunktion p: {1,...,n} = {L1,1,...,2n},

die Bruderfunktion s : {1,...,n} = {L,1,...,2n},

Beachte, dass Eltern- und Bruderfunktion nur auf K definiert sein miissen. Da
es hier nur um die Abschétzung der Anzahl verschiedener Bdume geht, konnen
wir davon ausgehen, dass diese lediglich auf den Knoten {1,...,n} definiert
sind. Auflerdem kann man sich auch auf den Fall beschrinken, dass K genau n
statt nur hochstens n viele Knoten hat, denn unbenutzte Knotennamen kann
man ja als Dummyknoten sich irgendwo im Baum vorstellen.

Die Anzahl der moglichen Safra-Béume iiber @ ist somit beschrankt durch

() -tens1ry = B angapr < ok

O

Die Safra-Konstruktion verwendet Safra-Béume als Zusténde eines de-
terministischen Automaten. Wir miissen also erkliaren, wie man von einem
Safra-Baum unter Einlesen eines Alphabetsymbols zum eindeutigen néchsten
Zustand kommt. Wir halten weiterhin den NBA A = (Q, X, qo, d, F)) fest und
definieren nun eine Transitionsfunktion auf Safra-Béumen iiber Q.

Definition 8.7. Die Ubergangsfunktion A : S(Q) x X — S(Q) ist wie folgt
definiert. Sei ¢ ein Safra-Baum, a ein Eingabesymbol. Der Safra-Baum ¢’ =
(K, p',U',V) = A(t,a) wird aus t = (K, p,1,!) gemil der folgenden Schritte in
der hier gegebenen Reihenfolge berechnet:

a) Ist [(k) N F # () fiir einen Knoten k, so fiihre ein neues Kind mit frischem
Namen ein und beschrifte es mit (k) N F. Adjustiere die Altersrelation,
so dass das neue Kind der jiingste Knoten wird.

b) Wende die Potenzmengenkonstruktion auf alle Knotenbeschriftungen an,
d.h., ersetze I(k) durch (¢4 0(g; a) fiir alle Knoten k inklusive der in
Schritt 1 erzeugten neuen Knoten.
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¢) Erscheint ein Zustand in mehreren Kindern desselben Knotens, so belasse
ihn nur im &ltesten derselben, d.h. entferne ihn aus allen anderen und da-
mit auch aus deren Kindern, falls er dort vorhanden ist. Entferne Knoten,
die dabei leer werden.

d) Entsprechen die Beschriftungen aller Kinder eines Knotens k der Beschrif-
tung von k und ist diese nicht leer, so entferne die Kinder und setze
V(k) = true.

e) Fiir alle anderen Knoten setze (k) = false, selbst wenn !(k) = true.

Beispiel 8.8. Wir betrachten den folgenden NBA

Die von ihm erkannte Sprache (iiber einem einstelligen Alphabet) ist irrele-
vant. Wir beginnen die Konstruktion mit dem Safra-Baum ¢y, der nur aus
der Wurzel besteht, welche mit der Menge der Anfangszustinde, also {qo}
beschriftet ist. Die Wurzel habe den Namen 1. Wir notieren dies als {qo}1.

Nach einem Transitionsschritt ergibt sich einfach der Safra-Baum ¢; =
{90,91,93}1 per Potenzmengenkonstruktion, weil qo kein Endzustand ist. Im
néchsten Schritt wird zunéchst ein neuer Sohnknoten mit Namen 2 erzeugt;
dieser nimmt die Endzustdnde q; und gz auf. Nach Anwenden der Potenz-
mengenkonstruktion ergibt sich der Safra-Baum

{q(qula d2, 93, CI4}1

ty =

{Q% C|4}2

Im néchsten Transitionsschritt wird zunéchst wieder ein Sohnknoten der Wur-
zel erzeugt, da diese die Endzustidnde q; und qs enthélt. Der neue Knoten
erhélt den Namen 3. Die Potenzmengenkonstruktion &ndert nichts an der
Beschriftung der Wurzel, der Knoten 2 trigt jedoch jetzt die Beschriftung
{90,92}, und der neue Knoten 3 wiirde die Beschriftung {q2,q4} erhalten.
Da g2 jedoch in dem &lteren Bruderknoten 2 bereits vorkommt, wird dieser
Zustand geloscht, und es ergibt sich der Safra-Baum

{QO,(h, d2,493, C|4}1
t3 =

{d0,a2}2  {aa}s

Als néchstes wird wieder geméfi Potenzmengenkonstruktion weitergeschaltet,
was nichts an der Wurzel dndert. Die beiden Sohnknoten tragen dann aber die
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Beschriftungen {qo, q1, 92,93} sowie {qo}. Da diese nicht disjunkt sind, wird
der Zustand qo in Knoten 3 gel6scht, wodurch seine Beschriftung leer wird
und er insgesamt verschwindet.

{Q(Mh, Q27QS7Q4}1

ty =

{QO, q1,92, C|3}2

Nach einem weiteren Transitionsschritt miissen zunéchst die Endzustédnde je-
weils zu neuen Sohnknoten abgespalten werden. Man erkennt jedoch, dass dies
bei der Wurzel nicht gemacht werden muss, weil die Endzustéinde q; und q3
auch in dem Knoten 2 vorkommen, so dass ein neuer Sohn der Wurzel gleich
wieder geloscht werden wiirde. Somit wird dem Sohn 2 temporér ein neuer
Sohn (also ein Enkel der Wurzel) hinzugefiigt, welcher mit {q1, qs} beschriftet
ist. Nach Weiterschalten mittels der Potenzmengenkonstruktion erhélt Knoten
2 jedoch dieselbe Beschriftung wie die Wurzel, namlich {qo, . .., q4}. Deswegen
wird Knoten 2 mitsamt seinem gerade erst eingefiihrten Sohn wieder geloscht,
und die Wurzel blitzt auf. Der néchste Safra-Baum ist also

t5 = {q07q15q27q37q4}!1 .

Es ist nicht schwer zu sehen, dass dessen Nachfolger beim néchsten Transiti-
onsschritt wieder ¢o ist.

Das Blitzen der Wurzel in t¢5 soll nun anzeigen, dass es in den Beschrif-
tungen der Wurzel in der Sequenz tot(tatststs)” einen akzeptierenden Lauf
des NBA gibt. Dies ist der Fall, weil sich alle Zusténde in der Beschriftung
der Wurzel in t¢5 iiber einen Endzustand—aufgrund des Abspaltens der End-
zustinde iiber neue Sohnknoten—auf einen Zustand in der Beschriftung der
Wurzel in to zuriickverfolgen lassen. Beachte jedoch, dass die nicht bedeutet,
dass jeder Lauf, der in den Beschriftungen der Wurzel eingebettet ist, ak-
zeptierend ist. So gilt dies ja z.B. nicht fiir den Lauf qpqiqy. Allerdings ist
garantiert, dass es zumindest einen akzeptierenden gibt, ndmlich (qoq3q4)®.

Nach diesem Beispiel ist die formale Definition des deterministischen
Muller-Automaten nicht mehr iiberraschend.

Definition 8.9. Wir definieren den zu A gehorigen DMA M als (S(Q), X, to,
A, F), wobei

S(Q) die Menge der Safra-Biaume iiber ) wie oben definiert ist,

der Safra-Baum ¢y = ({1},1,p,!) mit (1) = {q}, p(1) = 1, (1) = false
den Anfangszustand darstellt,

die deterministische Transitionsfunktion A wie oben definiert ist,

F aus der Menge aller Mengen M von Safra-Bdumen besteht, so dass es
einen Knotennamen k gibt, der in allen Badumen aus M vorhanden ist und
ein Baum in M ist, in dem !(k) = true gilt.
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Als néchstes wollen wir beweisen, dass die Konstruktion korrekt ist, dass
also A und M dieselbe Sprache erkennen.

Fiir beliebige Zustéinde ¢, ¢ aus einem der Automaten A oder M und ein
endliches Wort w iiber dem Alphabet X schreiben wir ¢ — ¢/, falls dieser
unter Lesen des Wortes w vom Zustand ¢ in den Zustand ¢’ iibergehen kann.
Wir schreiben ¢ e ¢, falls solch ein Ubergang moglich ist, wobei zwischen-
durch mindestens ein Endzustand durchlaufen wird. Dies macht natiirlich nur
bei A Sinn, da M als Muller-Automat keine expliziten Endzustinde hat im
Gegensatz zu dem NBA A. Wir machen zunéchst drei wichtige Beobachtun-
gen.

a) Gilt to 5 ¢ in M, so auch gy — ¢ fiir jeden Zustand ¢ der in ¢ erwiihnt
wird. Dies liegt einfach daran, dass in den Wurzeln der Safra-Baume ledig-
lich die Potenzmengenkonstruktion auf A stattfindet, und jeder Zustand
in einem Knoten eines Safra-Baums auch in dessen Wurzel vorkommen
muss.

b) Gilt ¢t % ¢’ in M und hat k in ¢ keine Kinder und bleibt k im gesamten
Lauf bis ¢ am Leben und hat & in ¢ dann ein Kind n, so existiert fiir jeden
Zustand ¢’ € I(n) ein Zustand ¢ € I(k) mit ¢ ——fn ¢’ Dies liegt daran,
dass neue Kinder nur aus Endzustinden in den Beschriftungen erzeugt
werden.

¢) Gilt t % ' in M und hat k in ¢ keine Kinder und bleibt & im gesamten
Lauf bis ¢’ am Leben und ist (k) = truein ¢/, so existiert fiir jeden Zustand
q" € (k) ein Zustand ¢ € I(k) mit ¢ —, ¢'. Dies folgt sofort aus der
zweiten Beobachtung.

Lemma 8.10. Seien Uy = {qo},U1,Us,... Teilmengen von @ und seien
U, V1, V2,Vs3, ... endliche Wérter, so dass gilt:

e fir alle g € Uy gilt g — q,
o firalle ¢ € Uy, existiert ¢ € U; mit ¢ —=n ¢’

Dann ist uvjvgus - - - € L(A).

Beweis. Konstruiere einen Baum, dessen Knoten mit Zustdnden beschriftet
sind. An der Wurzel steht qg, die Knoten der Tiefe 7 sind mit den Zustdnden
aus U; beschriftet. Zustand ¢’ auf Niveau i + 1 ist Kind von Zustand ¢ auf
Niveau i, wenn gilt ¢ —=n ¢’. Der Baum ist unendlich, da auf jedem Niveau
Knoten vorhanden sind. Somit gibt es nach Koénigs Lemma (Satz 6.1) einen
unendlichen Pfad, der einen akzeptierenden Lauf in A definiert. a

Satz 8.11. L(M) C L(A).

Beweis. Sei w € X und w € L(M). Es existiert also ein akzeptierender Lauf
von M auf w. Dies ist eine Folge von Safra-Bdumen, so dass es einen Knoten
k gibt, der in diesem Lauf ab einem gewissen Zeitpunkt immer présent ist und
unendlich oft markiert ist (“blitzt”).
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Sei nun t; der Safra-Baum beim i-ten Blitzen von k nach k’s letztmaligem
Verschwinden und U; die Beschriftung von & in ¢;. Sei weiterhin v; das Segment
von w, das von t; bis t;11 abgearbeitet wird und w das Préafix von ¢, das bis
zu t; abgearbeitet wird. Lemma 8.10 liefert dann w € L(A). O

Die Riickrichtung ist etwas komplizierter. Hier geht es darum, einen ak-
zeptierenden Lauf p von A auf einem Wort w in dem eindeutigen Lauf von
M auf w wiederzufinden. Diesen gibt es natiirlich in der Wurzel, da diese le-
diglich die Potenzmengenkonstruktion simuliert. Allerdings muss die Wurzel
nicht unendlich oft blitzen. Tut sie dies, so ist w € L(M) gezeigt. Ansonsten
sei f ein Endzustand, der unendlich oft in p vorkommt. Betrachte das erste
Vorkommen von f in p nach dem letztmaligen Blitzen der Wurzel. Zu diesem
Zeitpunkt wird ein neues Kind der Wurzel eingerichtet, dessen Beschriftung
f enthélt. Wir verfolgen den Lauf nun in diesem Kind. Es konnte sein, dass
ein dlteres Kind irgendwann (méglicherweise gleich am Anfang) den Lauf von
diesem Kind iibernimmt oder das Kind gar verschwindet. Dann konzentrieren
wir uns entsprechend auf dieses &dltere Kind usw. und finden auf diese Weise
ein Kind der Wurzel, in dem der restliche Lauf nachgebildet wird. Sollte auch
dieses nicht immer wieder blitzen, so finden wir mit demselben Argument
unterhalb von ihm ein Kind, das nicht mehr verschwindet und den gesamten
Restlauf nachbildet etc. Nachdem aber die Safra-Baume eine beschréankte Tie-
fe haben, kann das nicht ewig so weitergehen und wir finden einen Knoten,
der am Leben bleibt und immer wieder blitzt.

Satz 8.12. L(A) C L(M).

Beweis. Sei w € X¥ und p = qoq1q2 ... ein akzeptierender Lauf von A auf
w. Mit tg,t1,ta,... bezeichnen wir die Folge der Safra-Baume im eindeutig
bestimmten Lauf von M auf w. Wir schreiben ¢, = (K;, <;,pi, i, ;). Ein
Knoten k heifle persistent, wenn er ab einem gewissen Zeitpunkt ¢ nicht mehr
verschwindet, also k € K fiir alle j > i. Der Beginn B(k) eines persistenten
Knotens k ist das kleinste 4, so dass k € K fiir alle j > 4. Sind k, &’ persistent
und gilt & <; k' fiir ein j > max(B(k), B(k')), so folgt k <; k' fiir alle
j > max(B(k), B(k')) und wir schreiben dann k < k’. Hierdurch werden die
persistenten Knoten total geordnet. Es gilt im iibrigen k < ¥/ < B(k) <
B(k).

Beachte, dass die Wurzel der Safra-Béaume persistent ist. Also ist die Men-
ge der persistenten Knoten nicht leer. Sind k, k" persistent und gilt k = p; (k')
fur ein j > max(B(k), B(k')), so folgt k = p; (k') fiir alle j > max(B(k), B(k"))
und wir schreiben dann k = p(k’). Hierdurch bilden die persistenten Knoten
einen (endlichen!) Baum. Die Tiefe H (k) eines persistenten Knotens ist die
Tiefe von k in diesem Baum, also sein Abstand von der Wurzel. Ein persis-
tenter Knoten k trifft den Lauf, wenn j > B(k) existiert mit ¢; € {;(k). Wir
bemerken, dass die Wurzel 1 den Lauf trifft.

Unter allen persistenten Knoten, die den Lauf treffen, suchen wir nun
einen mit maximaler Tiefe und unter allen, die diese maximale Tiefe erreichen,
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bestimmen wir den &ltesten und bezeichnen ihn mit ky. Wir behaupten nun:
ko blitzt unendlich oft, also !;(kg) = true fiir unendlich viele i.

Sei ¢; € l;(ko). Nachdem ko der iilteste persistente Knoten auf diesem
Niveau ist, gilt auch g; € ;(ko) fiir alle j > . Wiirde némlich der Lauf von
einem &lteren Knoten iibernommen, so wére dieser auch persistent.

Zu jedem j; > ¢ findet man jo > j; mit g, = f € l;,(ko), da ja f
immer wieder vorkommt. Zu diesem Zeitpunkt wird ein Kind von kg erzeugt,
wessen Beschriftung f enthélt. Wiirde kg ab diesem Zeitpunkt nicht mehr
blitzen, so bliebe dieses oder ein &lteres Kind am Leben und trife den Lauf
im Widerspruch zur Extremalitidt von k. a

Zusammengefasst haben wir nun folgendes bewiesen.

Korollar 8.13. Zu jedem Biichi-Automaten A = (Q, X, qo,0,F) mit |Q| =n
existiert ein deterministischer Muller-Automat M mit 2°(™1°8 ") Zystinden,

so dass L(A) = L(M) ist.

Dieser Satz liefert einen alternativen Zugang zur Entscheidbarkeit der
MSO, da man einen deterministischen Muller-Automaten sehr leicht kom-
plementieren kann: Man ersetzt einfach die Akzeptanzbedingung F durch
ihr Komplement. Man kann somit einer MSO-Formel ¢ induktiv einen de-
terministischen Muller-Automaten zuordnen. Beim Behandeln des Existenz-
quantors muss man dann aber den Umweg iiber einen nichtdeterministischen
Biichi-Automaten gehen, der dann wieder mithilfe der Safra-Konstruktion zu
determinisieren ist.

Korollar 8.14. Zu jedem Biichi-Automaten A = (Q, X, qo,d, F') mit |Q] =n
existiert ein deterministischer Rabin-Automat M mit 20108 ") Zystinden
und Index hichstens 2n, so dass L(A) = L(M) gilt.

Beweis. Der DMA M aus der Safra-Konstruktion lisst sich als Rabin-Automat
auffassen. Dazu sei lediglich

G; = {t€S(Q)| der Knoten ¢ blitzt in ¢ }
F;, := {te€S(Q)| t enthilt den Knoten 4 nicht }

fuiri=1,...,2n. O

Dieses Resultat ist auch asymptotisch optimal. Man kann zeigen, dass man
Index und Zustandszahl eines dquivalenten DRA nicht wesentlich verkleinern
kann. Wir prisentieren dieses Resultat hier ohne detaillierten Beweis, sondern
zeigen lediglich NBAs, die zum Beweis dieser unteren Schranke geeignet sind.

Beispiel 8.15. Es sein € N, X, = {#,1,...,n} und A, der durch folgendes
Diagramm gegebene NBA mit Zustandsmenge {qo, q=,q1,---,qn}-
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Man vergewissert sich leicht, dass die von 4,, erkannte Sprache all diejenigen
Worter w iiber X, umfasst, die nicht mit # beginnen und fiir die es Zahlen
i1,...,4 € {1,...,n} gibt, derart, dass jedes zweibuchstabige Wort 4,741,
sowie ixi; unendlich oft in w vorkommt. So kann beispielsweise (im Falle
n = 5) ein Wort, welches jeweils unendlich oft die Teilworter 32, 24, 41, 13
enthilt, von A abgearbeitet werden. Man begibt sich mit dem ersten Auftreten
von 32 nach ¢, kann dann beim néchsten Auftreten von 24 unter Besuch von
q. nach g4 wechseln, sodann beim niichsten Auftreten von 41 unter Besuch
von ¢, nach ¢; wechseln usw. Umgekehrt iiberlegt man sich, dass ein Wort
der Form (i1is...9,#)%, wobei i1s .. .4, eine Permutation von {1,...,n} ist,
nicht von A, akzeptiert wird. So kénnen etwa im Falle n = 5 die Worter
(12345#)% und (31254#)% nicht akzeptiert werden.

Aus diesem Beispiel konnen dann untere Schranken an die Komplementie-
rung und Determinisierung von NBA gewonnen werden, was wir hier allerdings
nur skizzieren, s.a. die Notizen zu diesem Teil.

Satz 8.16. Das Komplement der von A, aus Bsp. 8.15 erkannten Sprache
kann von keinem NBA mit weniger als n! Zustinden erkannt werden.

Das liegt daran, dass die Laufe eines solchen NBA auf zwei verschiedenen
Wértern der Form (41 .. .4, #)w keinen unendlich oft vorkommenden Zustand
gemeinsam haben kénnen, da man sonst auch einen akzeptierenden Lauf auf
einem Wort aus L(A,,) konstruieren kénnte.

Korollar 8.17. Es gibt Biichi-Automaten A, mit O(n) vielen Zustinden,
fiir die es keine deterministischen Rabinautomaten mit nur 2°M wvielen
Zustinden und Index O(n) gibt.

Die in Bsp. 8.15 definierten Automaten sind von dieser Art. Gibe es
néamlich zu diesen Automaten dquivalente deterministische Rabinautomaten
der genannten Grofle, so erhielte man durch Komplementierung zunéchst
Streett-Automaten derselben Grofle fiir die Komplementsprache, welche nach
Umwandlung in NBA dann die untere Schranke des vorhergehenden Satzes
verletzen.
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8.3 Deterministische Paritidtsautomaten

Wir geben zunéchst eine Konstruktion an, die durch leichte Modifikation der
Safra-Konstruktion direkt einen deterministischen Paritéitsautomaten liefert.
Danach zeigen wir, wie man allgemein deterministische Paritdtsautomaten
erhalten kann.

8.3.1 Verfeinerung der Safra-Konstruktion

Wir représentieren hierzu die lineare Ordnung < auf den Knoten durch
ein numerisches Senioritdtsmaf}, welches jedem Knoten k einen Senioritéts-
wert a(k) im Bereich {1,...,|Q|} zuordnet. Die Ordnung kann dann durch
k <k < a(k) < a(k’') definiert werden und ist somit nicht mehr explizit
mitzufithren. Die Wurzel erhilt den grofiten Senioritdtswert |Q|; neu erzeugte
Knoten erhalten den héchsten unbesetzten Senioritdtswert. Stirbt ein Knoten,
so riicken alle jiingeren Knoten auf und erhéhen ihren Senioritdtswert entspre-
chend. Die Senioritétswerte der aktiven Knoten bilden also jeweils eine Menge
der Form {t,t +1,...]|Q|}.

Zusatzlich enthélt ein modifizierter Safra-Baum eine numerische Kompo-
nente s', welche die Senioritit des #ltesten bei der Erzeugung des Safra-Baums
aus seinem Vorgénger verstorbenen Knoten angibt.

Formal besteht also ein modifizierter Safra-Baum aus K,p,l,! wie bis-
her und zusétzlich einer Funktion s : K — {0,...,|Q|}, sowie einer Zahl
st € {0,...,]|Q|}. Die Ubergangsrelation ist wie vorher definiert, mit dem
Unterschied, dass sich die lineare Ordnung nunmehr aus den Senioritéatswer-
ten ergibt und die Senioritdten wie oben beschrieben fortgeschaltet werden.
AuBerdem ist jeweils der Wert s auf die Senioritit des ltesten bei der Ent-
stehung des Baumes verstorbenen Knotens zu setzen. Stirbt kein Knoten, so
ist st = 0.

Ist ¢ ein modifizierter Safra-Baum, so bezeichnen wir mit s, die Senioritét
des éltesten blitzenden Knoten (0, falls kein Knoten blitzt). Formal also

st = max({0} U {s,(k) | ls(k) = true, k € K;})

Wir ordnen nun jedem so modifizierten Safra-Baum ¢ eine Prioritdt £2(t) wie
folgt zu:

e Falls s} > s/ (gutes Ereignis), so ist £2(t) = 2s!, also gerade.
e TFalls s, < s/ (schlechtes Ereignis), so ist £2(£) = 2s! + 1, also ungerade.

Lemma 8.18. Sei tg, t1,to,... ein Lauf im modifizierten Muller-Automaten.
Genau dann ist tg,t1,ta,... ein akzeptierender Lauf im Sinne des Muller-
Automaten, wenn die grofite unendlich vorkommende Prioritit in der Folge
(to), 2(t1), 2(t2), ... gerade ist, also wenn to,t1,t2,... im Sinne eines Pa-
ritdtsautomaten akzeptierend ist.
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Beweis. Nehmen wir zunéichst an, dass tg,t1,ts,... im Sinne des Muller-
Automaten akzeptierend ist. Es gibt dann einen Knoten k, der irgendwann
nicht mehr ausstirbt und unendlich oft blitzt. Der Knoten kann noch eine end-
liche Zahl von Malen seine Senioritéit erh6hen; das passiert genau dann, wenn
ein dlterer Knoten ausstirbt. Irgendwann hat der Knoten k seine endgiiltige
Senioritét s erreicht und kein noch seniorerer Knoten stirbt mehr aus. Beach-
te, dass evtl. neu erzeugte Knoten kleinere Senioritéit als & haben und diesen
nicht “iiberholen” kénnen. Demnach ist 2s die gréfite unendlich oft vorkom-
mende Prioritdt und sie ist gerade.

Ist umgekehrt die groBite unendlich oft vorkommende Prioritdt gerade,
etwa 2s, so gilt ab dem Zeitpunkt, wo keine Prioritdten grofler als 2s vorkom-
men, dass kein Knoten von Senioritédt s oder dlter mehr stirbt. Das bedeutet,
dass der zur Prioritdt 2s fiihrende blitzende Knoten persistent ist und also
der Lauf im Sinne des Muller-Automaten akzeptierend ist. a

Da auch die Zahl der modifizierten Safra-Biume durch 2€("1087) heschriinkt
ist, erhalten wir zusammenfassend:

Satz 8.19. Zu jedem NBA A mit n Zustinden existiert ein deterministischer
Parititsautomat M mit 2°1°6") Zystinden und Index hichstens 2n + 2, so

dass L(M) = L(A).

Beispiel 8.20. Zur Ilustration des Verfahrens verfolgen wir den Lauf im DPA|
welcher mit dem Automaten aus Bsp. 8.8 assoziiert ist.

Der Startzustand ist gegeben durch to = ({qo}3;s' = s' = 0); die Senio-
ritidt eines Knotens wird als Superskript notiert. Im Falle der Wurzel hat sie
den hochstmoglichen Wert |Q| = 5. Der Wert s' ist eigentlich nicht Teil des
Zustandes, da er berechnet werden kann.

Wir gehen iiber zu t1 = ({qo,q1,93}7;s' = s = 0) und dann

{QO7Q1,Q27QS,Q4}?

to = cst=s"=0.
{az, 043

Der neu erzeugte Knoten 2 erhilt also die grofite freie Senioritét 4. Ein weiterer
Schritt liefert

{QOaQ17Q2aQ37Q4}?
ty = /\ P8t =0;sT =2

{quqQ}g {Q4}§

Der Wert st = 2 begriindet sich aus der Tatsache, dass bei der Erzeugung
von t3 temporir ein Bruder von Knoten 3 erzeugt wurde, welcher dann die
Senioritit 2 erhélt und sogleich wieder verschwindet. Der néchste Baum ist

{Qanl,Q2,Q3,Q4}?
ty = ‘ is'=0;sT=3.

{QO,Q1>QQ,Q3}%
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Hier vermerken wir das Versterben des Knotens 3 mit Senioritat 3 durch die
Setzung s’ = 3. Der nichste Baum ist

ts = {q07q17q27q3,q4}? 73':5,3T:4

Der Knoten der hochsten Senioritit blitzt (s' = 5) und der Knoten der Se-
nioritdt 4 stirbt, so dass st = 4. Es treten weiterhin temporire Knoten von
kleineren Senioritidten auf; diese werden nicht vermerkt.

Der Folgezustand ist nun wiederum to. Die Priorititen der Zusténde erge-
ben sich zu .Q(to) = .Q(tl) = .Q(tg) =1 und Q(tg) = 5, .Q(t4) = 7, .Q(t5) = 10.
Die héchste unendlich oft vorkommende Prioritét im Lauf tot (tatststs)® ist
also 10.

8.3.2 Latest Appearance Records

In diesem Abschnitt stellen wir eine allgemeinere Konstruktion vor, die be-
nutzt werden kann, um einen Muller- in einen Paritdtsautomaten umzuwan-
deln. Dabei ist es unerheblich, ob der Muller-Automat deterministisch oder
echt nichtdeterministisch ist. Der erzeugte Paritdtsautomat ist dann eben-
falls deterministisch oder echt nichtdeterministisch. Diese Konstruktion liefle
sich also auch zusammen mit der Safra-Konstruktion einsetzen, um aus einem
NBA einen dquivalenten DPA zu machen. Sie ist aber asymptotisch wesentlich
schlechter als die im vorigen Abschnitt vorgestellte.

Es sei ¥ ein endliches Alphabet und F C 2% eine Menge von Symbol-
mengen. Wir definieren Lx C X* als Menge derjenigen w-Worter w iiber X,
derart dass die Menge der in w unendlich oft vorkommenden Symbole in F
aufgefiihrt ist.

Satz 8.21. Seien X und F wie eben definiert und |X| = n. Die Sprache Lx
kann von einem DPA mit n! - n Zustinden erkannt werden.

Beweis. Die Zustinde des DPA sind Paare (I,7), wobei [ eine wiederholungs-
freie Liste (Permutation) von X' ist und ¢ eine Zahl im Bereich 0...n — 1 ist.
Der Anfangszustand ist beliebig. Die Ubergangsfunktion des DPA ist wie folgt
erklart:

8 (((ag, a1y ...y an—1),i),a) = ((a, a0, a1, ..., aj_1,aj41, ...an-1), ), falls a = a;

Man verschiebt also das aktuell gelesene Symbol an den Anfang der Liste
und vermerkt im Positionszeiger seine alte Position. Ist also beispielsweise
der aktuelle Zustand (bcad, 2) und wird ¢ gelesen, so lautet der neue Zustand
(cbad, 1).

Das bedeutet, dass nach einer Einschwingzeit die Permutationskomponen-
te des Zustands immer die Reihenfolge des letzten Vorkommens aller Symbole
visualisiert. Man bezeichnet sie deshalb als Latest Appearance Record (LAR).

Es verbleiben noch die Prioritdten. Wir setzen fest:
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Q((q(hqla "'aanl)J) = QZv falls {q07q13 aQZ} eF
Q((q07QI7 "'aqnfl)ai) =2 + 17 falls {QO7QI7 aql} é F

Die Verifikation, dass der so konstruierte DPA die Sprache Lz erkennt, ver-
bleibt als Ubung. a

Korollar 8.22. Sei A ein DMA mit n Zustinden. Es existiert ein DPA mat
n!-n Zustinden, der L(A) erkennt.

Beweis. Ubung,.
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Entscheidungsverfahren fiir w-Automaten

Automaten sollen den algorithmischen Zugang zu logischen Problemen, ins-
besondere den Erfiillbarkeitsproblem liefern. In diesem Kapitel widmen wir
uns nun dem algorithmischen Fragestellungen bzgl. der verschiedenen Typen
von Automaten auf unendlichen Woértern. Wir betrachten im Wesentlichen
das Leerheitsproblem (ist L(A) = (07) und das Universalitédtsproblem (ist
L(A) = X¥?). Ersteres z.B. ldsst sich dann zusammen mit einer dquivalenzer-
haltenden Reduktion von Formeln in Automaten verwenden, um Erfiillbarkeit
zu entscheiden. Dies wurde ja auch bereits bei den Entscheidungsverfahren fiir
WMSO und MSO so verwendet. Andere Probleme wie das Wortproblem fiir
endlich reprisentierte w-Worter etc. lassen sich normalerweise leicht auf diese
reduzieren.

Die einfachsten Verfahren basieren auf Erreichbarkeitstests, die auf den
Transitionsgraphen der Automaten arbeiten. Wir stellen aber noch zwei an-
dere Verfahren vor, welche Universalitit fir NBA auf andere Art und Weise
16sen.

9.1 Verschiedene Leerheitsprobleme

Wir haben bereits bei der Entscheidbarkeit von MSO in Abschnitt 6.3 an-
gedeutet, wie man Leerheit fiir NBA entscheiden kann—siehe Satz 6.10. An
dieser Stelle betrachten wir zunéchst das Leerheitsproblem fiir die allgemeine-
ren Rabin-Automaten und erhalten dann ein stirkeres Resultat als Satz 6.10
fiir NBA. Ein wichtiges Hilfsmittel bei diesem und weiteren Verfahren ist die
Zerlegung eines gerichteten Graphen in starke Zusammenhangskomponenten.

Definition 9.1. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Die reflexiv-transitive
Hiille E* der Relation E ist definiert als

i€N

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_9, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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wobei

EY = {(v,v) |veV}
B = {(v,w) | Fu € V.(v,u) € E' und (u,w) € E}

Somit besteht E¢ aus denjenigen Paaren (v,w), fiir die es einen Weg der
Linge ¢ von v nach w im Graphen G gibt. E* besteht aus den Paaren (v, w)
fiir die w von v aus {iberhaupt erreichbar ist.

Definition 9.2. Eine starke Zusammenhangskomponente (SCC) ist ein C C
V, so dass fiir alle v,w € C gilt: (v,w) € E*. Eine SCC C' ist mazimal, falls
jede Obermenge C’ D C' keine SCC ist.

Eine SCC C heift nichttrivial, wenn sie mindestens eine Kante enthélt,
wenn also C' x CNE # ( gilt.

Beachte, dass es genau die nichttrivialen SCCs sind, in denen es von jedem
Zustand zu jedem Zustand einen Pfad gibt, der mindestens die Lénge 1 hat.

Es ist klar, dass jeder gerichtete Graph eine eindeutige Zerlegung in ma-
ximale, starke Zusammenhangskomponenten besitzt.

Satz 9.3. Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph. Dann lisst sich in Zeit
O(|E]) eine Zerlegung in mazimale SCCs berechnen.

Bevor wir im Folgenden komplexitétstheoretische Abschatzungen an ge-
wisse Entscheidungsverfahren machen, miissen wir uns noch iiber die Grofie
einer Eingabe, bestehend aus einem endlichen Automaten im Klaren sein. Um
moglichst prizise Aussagen machen zu konnen, die auf Satz 9.3 aufbauen,
verwenden wir hier die Anzahl der Transitionen eines nichtdeterministischen
Automaten als Maf fiir seine Grofle. Beachte, dass dies genau der Anzahl
der Kanten in seinem Transitionsgraphen entspricht. Wir kénnen auflerdem
0.B.d.A. davon ausgehen, dass dies eine obere Schranke an die Anzahl der
Zusténde ist. Im Zweifelsfall muss man einem Automaten noch einen Dummy-
Zustand hinzufiigen, von dem aus nichts erkannt wird, so dass jeder Zustand
mindestens eine ausgehende Kante haben kann. Somit gilt, falls man die Ver-
fahren in der Anzahl der Zustinde eines Automaten messen mochte, dass sich
die Komplexitit in der Anzahl der Transitionen dadurch quadrieren kann.

Satz 9.4. Das Leerheitsproblem fiir nichtdeterministische Rabin-Automaten
mit n Transitionen und Index k ist in Zeit O(nk) losbar.

Beweis. Sei A = (Q, X, qo,9,{(G1,F1),...,(Gg, Fy)}) ein NRA. Dann gilt:
L(A) # () genau dann, wenn es ein i € {1,...,k} gibt, so dass es einen Pfad
von qp zu einem g € G; gibt und einen nichtleeren Pfad von ¢ nach ¢, auf dem
kein Zustand in F; vorkommt.

Man kann nun folgendermafien vorgehen. O.B.d.A. kann man davon aus-
gehen, dass nur noch Zustdnde vorhanden sind, die vom Initialzustand aus er-
reichbar sind. Danach geht man alle i = 1,. ..,k durch und entfernt zunéchst
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in Zeit O(n) alle Zustinde aus F;. Dann berechnet man die SCC-Zerlegung
des Transitionsgraphen in Zeit O(n) und priift fiir jeden Zustand in G;,0b die-
ser in einer nichttrivialen SCC liegt. Letzteres ist in konstanter Zeit moglich.
Ist solch ein ¢ und Zustand in G; gefunden, so ist die Sprache des NRA nicht-
leer, anderenfalls ist sie leer. Das Verfahren lduft insgesamt in Zeit O(nk). O

Korollar 9.5. Das Leerheitsproblem fiir nichtdeterministische Biichi-Auto-
maten mit n Transitionen ist in Zeit O(n) losbar.

Beweis. Ein NBA mit Endzustandsmenge F' ist ein Spezialfall eines NRA mit
Endzustandskomponente F = {(F, ()} und somit vom Index 1. 0

Ebenso kann man leicht einen NPA als NRA auffassen, wodurch sich die
Schranke aus Satz 9.4 ebenfalls leicht auf NPA {ibertrégt.

Korollar 9.6. Das Leerheitsproblem fiir nichtdeterministische Parititsauto-
maten mit n Transitionen und Index k ist in Zeit O(nk) losbar.

Beweis. Sei A = (Q, X, qo, 9, {2) ein nichtdeterministischer Paritéitsautomat
vom Index k. Sei k' := [%]. Es ist leicht zu sehen, dass der Rabinautomat
A = (Q7 Ea qo0, 57 {(G07F0)7 sy (Gk/7 Fk’)}) mit

Gi = {qeQ|2(q) =2}
Fy = {qeQ]2(q) > 2i}

dieselbe Sprache erkennt wie A. Auflerdem ist sein Index O(k). O

Nicht jedoch leicht zu iibertragen ist dieses Resultat auf nichtdeterminis-
tische Streett-Automaten. Zur Erinnerung: Diese sind syntaktisch genauso wie
Rabin-Automaten definiert, in ihrer Akzeptanzbedingung wird jedoch univer-
sell statt existentiell iiber die Paare von Endzustandsmengen quantifiziert.
Bevor wir dafiir ein Verfahren vorstellen, beweisen wir noch ein kleines tech-
nisches Lemma.

Definition 9.7. Sei A ein Automat mit Zustandsmenge @ und p = qoq1¢qs - - -
ein Lauf des Automaten auf einem beliebigen Wort. Dieser heifit wltimativ-
periodisch, falls es 1 > 0, n > 1 gibt, so dass fiir alle j > 7 gilt: ¢; = qj4n.-

Ein ultimativ-periodischer Lauf verfingt sich also in einer Schleife.

Lemma 9.8. Sei A ein NSA. Dann gilt L(A) # () genau dann, wenn es einen
akzeptierenden und ultimativ-periodischen Lauf in A gibt.

Beweis. “<«<=” Trivial.
“=" Sei w € L(A). Dann gibt es einen akzeptierenden Lauf p von A auf
w. Angenommen, dieser ist nicht ultimativ-periodisch. Da es nur endlich viele
Zusténde gibt, enthélt dieser ein kleinstes Teilstiick der Form p1, ..., pm, p1,
sodass fiirallei = 1,...,k gilt: G;N{p1,...,pm} =0 oder F;0{p1,....,pm} #
(). Dann erfiillt auch der Lauf (p; ...pn,)“ die Streett-Bedingung. Schlielich
sieht man leicht, dass das Hinzufligen endlicher Préfixe nichts daran #ndert.
O
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Als néchstes betrachten wir einen Algorithmus STAUX, welcher als Ein-
gabe einen Graphen G = (V| E) und eine Menge S = {(G1, F1), ..., (Gk, Fr)}
von Paaren von Knotenmenge erhiélt und entscheidet, ob es in G eine nichttri-
viale starke Zusammenhangskomponente C' gibt, so dass fiir alle i = 1,... &k
folgendes gilt.

Dieser arbeitet folgendermaflen. Zunéchst wird der Graph in SCCs zerlegt und
man betrachtet nur die nichttrivialen davon. Gibt es eine, die nichtdisjunkt
mit allen F; ist, so sind wir fertig. Anderenfalls fithrt man fiir jede SCC C
folgendes durch. Man geht alle Paare (G;, F;) der Reihe nach durch. Ist der
Schnitt aus C und Fj leer, so muss erstens auch der Schnitt aus C' und G|
leer sein und C' “gut” bzgl. der noch verbleibenden Paare sein. Dies iiberpriift
man, indem man G; aus dem Graphen entfernt und den Algorithmus rekursiv
mit den noch verbleibenden Paaren auf den Teilgraphen anwendet. In Pseudo-
Code liest sich das folgendermafen.
STAUX(G = (V, E),{(G1, F1),...,(Gk, Fr)})
seien (1, ..., (), die nichttrivialen SCCs von G
if Jie{l,...,m}.Vj=1,...,k. C;NF; # () then return true
fori=1,...,m do
j:=min{h | C; N F, = 0}
G = (V\GLEN(V\G)) x (V\Gy)
S ={(Gj1,Fj1), .-, (Gi, Fr)}
if STAUX(G',S’) = true then return true
done
return false

Lemma 9.9. Algorithmus STAUX liefert true auf Eingabe G = (V, E) und S
genau dann, wenn es eine nichttriviale SCC C' gibt, so dass fir alle (G, F) € S
gilt: GNC =0 oder FNC # 0.

Beweis. Ubung,.

Lemma 9.10. Algorithmus STAUX terminiert auf Eingabe G = (V, E) und
S={(G1,F1),...,(Gk, F)} in O(nk + k?) vielen Schritten, wobei n = |E)|.

Beweis. Nach Satz 9.3 ist die SCC-Zerlegung in O(n) moglich. O.B.d.A. gehen
wir wieder davon aus, dass es héchstens n Knoten im Graphen gibt. Sei T'(n, k)
die worst-case Laufzeit des Algorithmus. Offensichtlich gilt T'(n,0) = O(1).
Desweiteren gilt fiir & > 0:

T(n,k) = Om)+ Y O(k+n)+T(Cil,k—1) < O(n+k)+T(nk—1)
i=1
Die Ungleichung gilt, weil wir bereits annehmen konnen, dass T'(n, k) min-
(n

destens linear im ersten Argument ist. Man vergewissere sich, dass T'(n, k) =
O(nk + k?) eine Losung dieser Rekurrenz ist. O
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Satz 9.11. Das Leerheitsproblem fiir nichtdeterministische Streett-Automaten
mit n Transitionen und Index k ist in Zeit O(nk?) losbar.

Beweis. Sei A = (Q, X, qo,0,{(G1, F1),...,(Gk, F,)}) ein NSA. Aufgrund von
Lemma 9.8 reicht es aus, nach ultimativ-periodischen L&ufen zu suchen, um
auf Nichtleerheit zu testen. Deswegen gilt L(A) # 0 genau dann, wenn es
eine SCC C' C @ gibt, die von gy aus erreichbar ist, so dass der NSA, den
man aus A gewinnt, indem alle Zusténde, die nicht zu C' gehoren, geloscht
werden, eine nichtleere Sprache akzeptiert. Die Wahl des Anfangszustands ist
dabei irrelevant, da C eine SCC ist und somit entweder von allen oder von
keinem Zustand aus ein Wort akzeptiert wird. Somit gilt, dass L(.A) nichtleer
ist genau dann, wenn Algorithmus STAUX den Transitionsgraphen von A,
eingeschrinkt auf die Zustédnde, die vom Anfangszustand aus erreichbar sind,
akzeptiert. Die Behauptung folgt dann also aus Lemma 9.10. a

Es ist wichtig, dass Algorithmus STAUX nicht direkt auf den Transitions-
graphen des NSA angewandt wird, sondern nur auf den vom Anfangszustand
aus erreichbaren Teil. Beachte, dass der Algorithmus selbst sich nicht um Er-
reichbarkeit von irgendwelchen Zusténden aus kiimmert. So kénnte es eine
SCC geben, die dazu fiihrt, dass STAUX die Ausgabe true liefert, die aber
selbst vom Anfangszustand aus nicht erreichbar ist. Somit muss die Sprache
des NSA auch nicht unbedingt nichtleer sein. Andererseits kann man nicht
im Algorithmus STAUX selbst verlangen, dass die Eingabe aus einem zu-
sammenhéangenden Graphen besteht, da diese Eigenschaft vor den rekursiven
Aufrufen verletzt werden kann.

9.2 Universalitidtsproblem fiir Biichi-Automaten

Wenden wir uns nun dem komplementédren Problem zu—dem Universalitéts-
problem. Beachte, dass dies auf Seite der Logik dem Allgemeingiiltigkeitspro-
blem entspricht, sowie Leerheit (oder besser gesagt Nichtleerheit) dem Erfiill-
barkeitsproblem entspricht.

9.2.1 Universalitit durch Komplementierung

Aus den obigen Resultaten konnen wir gleich ein Verfahren fiir das Universa-
litdtsproblem fiir Biichi-Automaten konstruieren.

Korollar 9.12. Das Universalititsproblem fiir nichtdeterministische Biichi-
Automaten mit n Zustinden ist in Zeit 2°("1°8™) [5sbar.

Beweis. Sei A ein NBA mit n Zustinden. Laut Korollar 8.14 existiert ein de-
terministischer Rabin-Automat A’ mit hchstens 2€(*1087) vielen Zustinden
und Index hochstens 2n, so dass L(A’) = L(A) gilt. Nach Satz 7.7 ldsst sich
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dieser ohne Blow-Up in Zustandszahl und Index zu einem DSA A komple-
mentieren; also gilt L(A) = X%\ L(A).

Die Behauptung folgt dann sofort aus Satz 9.11, da L(A) = X genau
dann, wenn L(A) = () gilt. Beachte, dass der eventuelle quadratische Blow-Up
im Vergleich zwischen Anzahl der Zustdnde und Anzahl der Transitionen von

der Konstante im Exponenten verschluckt wird. a

9.2.2 Universalitit mit dem Satz von Ramsey

Es gibt noch ein alternatives Verfahren fiir das Universalitdtsproblem fiir
Biichi- Automaten, welches auf der in Abschnitt 6.2 definierten Aquivalenzrela-
tion fiir Biichi-Automaten und dem Satz von Ramsey beruht.

Sei fiir den Rest dieses Abschnitts ein Biichiautomat A = (Q, X, qo,0, F)
fixiert. Zur Erinnerung: Seien u,v € X*. Es gilt

u~v = YqV¢. (-5 ¢ e q¢-54¢) N (¢S4 d g —4n )

Eine Aquivalenzklasse L dieser Relation ist durch zwei Mengen von Zustands-
paaren gekennzeichnet: Die Menge Vy, aller Paare (q,¢'), so dass ¢ — ¢’ fiir
alle w € L, sowie die Menge VLfin aller Paare (q,q’), so dass ¢ —hin ¢ fiir alle
w € L.

Wie iiblich bezeichnet man mit [w] die Aquivalenzklasse des Wortes w €
X*. Fiir Mengen von Paaren (Relationen) R, S C @ x @ definiert man wie
iiblich ;S = {(¢,¢') | 34.(¢,9) € R, (4,q') € S}-

Lemma 9.13. a) Es gilt Vi = {(q,q) | ¢ € Q} und V[Q]” ={(¢,q) | g € F}.

b) Fira e X gilt Vi = {(¢,¢) | ¢ € 5(a,q)} und Vi = {(0,d) | ¢ €
d(a,q)und (q € Foder ¢’ € F)}. _ . _

c) Firu,v € X* gilt: Viyy) = Vu; Vo, und V[Zr:;] = 1/[2']‘, Vi U Vs V[?’?

Beweis. Ubung,.

Man kann sich nun mithilfe dieses Lemmas eine Ubersicht iiber die endlich
vielen Aquivalenzklassen verschaffen: Ausgehend von [a] fiir a € X konstruiert
man durch sukzessive Anwendung des Lemmas Reprisentationen fiir weitere
Worter, bis keine neuen Klassen mehr entstehen.

Beispiel 9.14. Wir betrachten den folgenden Automaten.
a,b
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Wir repriisentieren Aquivalenzklassen grafisch als “Schaltboxen”, z.B.:

W =N b= Lo

Die Zusténde sind als Ein- und Ausgabedrihte reprisentiert. Hier stellen die
Dréhte oben den Zustand 0, die in der Mitte den Zustand 1 und die unten
den Zustand 2 dar. Ein Zustand ¢ auf der Eingabesecite (links) wird mit einem
Zustand ¢ auf der Ausgabeseite (rechts) verbunden, wenn ¢ —— ¢'. Gilt
zusitzlich ¢ ——n ¢, so wird die Verbindung mit einem Kreis gekennzeichnet.
Hat man Aquivalenzklassen [u] und [v] in dieser Form gegeben, so kann
die Aquivalenzklasse [uv] durch Hintereinanderschalten abgelesen werden:

[¢]

ed] = NN T T 1

= Pt - 1Y
bl = ToINT = INF P = P> T =1

Aus der letzten Gleichung ergibt sich [baa] = [aa]. Indem wir so weiterverfah-
ren, erhalten wir folgende Multiplikationstabelle:

a b ab ba bbaa bba aba bab bbab abab
a aa ab bb  aba bb aa bba bba abab bbab bbab
b ba bb  bab bba bb aa bba ba bbab bbab bab
ab |aba bb  abab bba bb aa bba aba bbab bbab abab
ba |aa bab bb ba bbaa bba bba bab bbab bbab
bb |bba bb  bbab bba bb aa bba bba bbab bbab bbab
aa |aa bb bb  bba bb aa bba bba bbab bbab bbab
bba |aa bbab bb  bba bb aa bba bba bbab bbab bbab
aba |aa abab bb  aba bb aa bba bba abab bbab bbab
bab |ba bb  bab bba bb aa bba ba bbab bbab bab
bbab|bba bb  bbab bba bb aa bba bba bbab bbab bbab
abablaba bb  abab bba bb aa bba aba bbab bbab abab

Viele der Gleichungen sind rein algebraische Konsequenzen von anderen. So
kann man etwa [ba][abab] = [ba][ab][ab] = [bb][ab] = [bbab] folgern.

Mithilfe des folgenden Satzes lisst sich dann die Universalitit unmittelbar
entscheiden.

Satz 9.15. Es gilt L(A) = X genau dann, wenn fir alle Klassen [u], [v]
mit [uv] = [u] und [vv] = [v] mit v # e gilt: es gibt einen Zustand q mit

(90, 9) € Vi) und (q,q) € V.
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Beweis. “=” Nehmen wir zunichst an, dass L(A) = X¥. Seien zwei Klassen
[u], [v] mit [uv] = [u] und [vv] = [v] mit v # e vorgelegt. Betrachte einen
akzeptierenden Lauf von A auf wv*. Wir finden einen Zustand ¢ und Zahlen

19 > 0,47 > 0 etc., so dass qo wi g und ¢ v—”>f;n q. Wegen [uv] = [u] und
[vv] = [v] bedeutet das aber, dass (qo,q) € V},) und (g, q) € V[g]”

“<” Sei umgekehrt die Bedingung an die Klassen [u], [v] erfiillt und w €
2% beliebig. Wie im Beweis von Lemma 6.7 finden wir mithilfe des Satzes von

Ramsey Aquivalenzklassen [u], [v], sowie eine Indexfolge i1 < iy < i3 < ..., so0
dass [wo..;] = [u] und [wi;41,..4,] = [v] fiir j* > j. Daraus folgt unmittelbar
[vv] = [v] und, indem wir u ggf. durch uv ersetzen, auch [uv] = [u]. Also gibt

es nach Annahme einen Zustand ¢ mit (qo,q) € V) und (q,q) € V[gi‘ Dies
liefert einen akzeptierenden Lauf von A auf w. a

In der Praxis priift man fiir jede idempotente Aquivalenzklasse, also [v]
mit [vv] = [v], ob es eine Klasse u gibt mit [uv] = [u] und (qo,q) € Vjy =
(q,q) ¢ V[‘Z? Findet man solche Klassen [u], [v], so akzeptiert A nicht alle
Worter, namlich insbesondere nicht uv“. Findet man keine solchen Beispiele,
dann akzeptiert A jedes beliebige Wort.

Der Automat aus Beispiel 9.14 akzeptiert nicht alle Worter: Die idempo-
tenten Aquivalenzklassen, also v mit [v][v] = [v], sind [ba], [bb], [aa], [bba],
[bbab], [abab]. Alle auler [abab] verletzen die Bedingung aus dem Satz, insbe-
sondere ist sie fiir u = [b] und v = [aa] verletzt und in der Tat wird b(aa)“
nicht akzeptiert.

Man hétte hier die Konstruktion der Multiplikationstabelle gleich nach der
Entdeckung von [aa] abbrechen kénnen. Akzeptiert der Automat jedoch alle
Worter, so muss die vollsténdige Tabelle generiert werden, da man ja sonst
nicht weif}, ob nicht doch noch Klassen [u] und [v] wie beschrieben gefunden
werden.

9.2.3 Reduktion von Subsumption auf Universalitit

SchlieBlich wenden wir uns der etwas allgemeineren Frage zu, ob L(A) C L(A")
fiir vorgelegte Biichi-Automaten A und A’ gilt. Dies lésst sich recht einfach
auf das bereits behandelte Universalitdtsproblem reduzieren:

Satz 9.16. Seien A und A’ NBAs iiber demselben Alphabet 3. Dann kann in
linearer Zeit ein NBA A" iiber einem Alphabet A konstruiert werden, so dass
gilt: L(A") = A“ genau dann, wenn L(A) C L(A").

Beweis. Seien A = (Q, X, qo,0, F) und A" = (Q', X, ¢}, ¢, F'). Es ist L(A) C
L(A’) genau dann, wenn fiir jedes Wort w € X* und jeden akzeptierenden
Lauf r € Q% von A auf w ein akzeptierender Lauf von A’ auf w existiert.

Die universelle Quantifizierung iiber akzeptierende Liufe von A" wird nun
iiber die Alphabeterweiterung zu A = X' x Q der universellen Quantifizierung
iiber Worter zugeschlagen.
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Genauer gesagt sind Q”, 6", qf, F" so zu wihlen, dass ein Wort (w,r) €
(X x Q)¥ genau dann akzeptiert wird, wenn entweder r kein akzeptierender
Lauf von A auf w ist, oder aber w € L(A) ist.

Hierzu muss zum einen ein Lauf von A’ auf w zu raten und zum anderen zu
priifen, ob der gegebene Lauf r der Ubergangstafel § folgt. Ist dies irgendwann
nicht der Fall, so kann sofort akzeptiert werden. Ansonsten wird geraten, ob
entweder 7 nicht akzeptierend ist (durch Raten eines Zeitpunktes, ab dem keine
Endzustéinde mehr kommen), oder aber der geratene Lauf von A’ akzeptierend
ist. Die Details verbleiben als Ubung. a

Um also das Subsumptionsproblem L(A) C L(A’) zu 15sen, konstruiert
man diesen Automaten A" und wendet dann eines der Entscheidungsverfahren
fiir das Universalitétsproblem an.

9.3 Size-change Termination

In diesem Abschnitt betrachten wir eine Anwendung von Biichi-Automaten
auf die Frage, ob ein gegebenes rekursives Programm terminiert.

9.3.1 Rekursive Programme

Gegeben sei eine Menge F' von Funktionssymbolen verschiedener Stelligkeit.
Ein (rekursives) Programm enthélt fiir jedes Funktionssymbol f € F der
Stelligkeit n genau eine Gleichung der Form

f($17...71'n) = fl(t1)7"'vfl(tl)

Hierbei sind f1, ... f; beliebige Funktionssymbole in F' (einschliefilich f selbst).
Die Terme t; sind aufgebaut aus den Variablen 1, ..., x, und der Vorgénger-
funktion x — 1. Solche Programme abstrahieren von konkreten, rekursiven
Programmen im Hinblick auf ihr Verhalten bzgl. Termination.

Beispiel 9.17. Ein funktionales, rekursives Programm zur Multiplikation zwei
natiirlicher Zahlen kann z.B. folgendermafien modelliert werden. Man nimmt
ein zweistelliges Symbol p und ein dreistelliges Symbol m.

p(‘T,y) = p(ﬂj‘,y*].)
m(z,y,u) = p(z,u),m(z,y—1,u)

Es sollte klar sein, dass dieses rekursive Programm keine Multiplikation selbst
berechnet—wir haben den Programmen ja auch noch keine formale Semantik
gegeben. Aber man kann sich vorstellen, dass damit ein Programm abstra-
hiert wird, welches fiir beliebige, natiirliche Zahlen z, y, u rekursiv den Wert
x -y + u berechnet. Insbesondere sollte das konkrete (hier nicht niher aus-
gefiihrte) Programm zur Multiplikation immer terminieren, falls ein Aufruf
von m(z,y,u) fiir jede Setzung der Variablen z, y, u terminiert. Was Termi-
nation genau bedeuten soll, wird weiter unten ausgefiihrt.
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Beispiel 9.18. Die Ackermann-Funktion ist leicht mit einem dreistelligen Funk-
tionssymbol a zu modellieren.

a(xay’u) - a(:n - l,u,u),a(:ﬂ,y - 17“)

Beispiel 9.19. Wir bringen noch zwei kiinstliche Beispiele, die nicht unbedingt
aus der Abstraktion eines konkreten Programms entstammen.

( ) gl@,z,y)

( ) = h(z,y—1,z—-1)
h(z,y,2) = i(z,y—1,2—1)
i( ) = k(z,y—1,2—1)

( ) f(z,y—1,2—1)

und
t($7y727w) = t(x7x,z7w— 1),1:(33’— 1727w_ 17y_ 1)71:(273:_ 17y7U}— 1)

Die Idee ist, dass durch solch ein Programm partielle Funktionen N* —
{0} definiert werden. Per Definition ist f(z1,...,2,) = 0, falls z; = 0 fiir
ein ¢ (Striktheit). Fiir andere Werte ergibt sich der Funktionswert aus der
definierenden Gleichung

f(x) = ui(x1),...,up(xg) -

Sind alle u;(x;) gleich 0 und damit insbesondere definiert, so ist auch f(x)
definiert und damit gleich 0. Ist auch nur einer der Terme wu,(X1), . . ., ug(Xx)
undefiniert, so ist auch die linke Seite undefiniert.

Die Frage, die uns hier besonders interessiert, ist: Sind alle Instanzen
f(uy,...,u,) in einem gegebenen Programm definiert? Man kann dies wie
oben angedeutet als Terminationsproblem ansehen. Ein Funktionsaufruf ter-
miniert, wenn eines der Argumente 0 ist, ansonsten terminiert es nur, wenn
alle rekursiven Aufrufe terminieren. Die Frage ist also, ob eine rekursive Funk-
tion fiir alle Eingaben terminiert.

Bei den Beispielsfunktionen p, m,a oben sind alle Instanzen definiert. Bei
f haben wir jedoch

£(10,10,10) = g(10,10,10) = h(
£(10,6,6) = g(10,10,6)
(10,67 2) =g(10,10,6)

|

>
—~
— =
oo
© ©
wt ©
=

I
—~ =

Man sieht, dass f(10,10,10) und grofiere Instanzen nicht definiert sind; be-
stimmte kleinere Instanzen dagegen sind es schon.

Um das zweite kiinstliche Beispiel von oben zu analysieren, schreiben wir
f(t) ~ g(u) zum Zeichen, dass der Aufruf f(t) den Aufruf g(u) unmittelbar
nach sich zieht. Dann gilt
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t(3,10,11,4) ~ t(2,11,3,9) ~ t(3,1,11,8) ~ t(3,3,11,7) ~
t(11,2,3,6) ~> t(11,11,3,5) ~ t(3,10,11,4) ~ ...

und damit ist t(3,10,11,4) nicht definiert. Hingegen ist t(10, 10,10, 10) defi-
niert, wie man mithilfe eines Rechners feststellt. Es empfiehlt sich, dies iiber
dynamische Programmierung zu tun.

Es sollte klar sein, dass in vielen Fillen ein reales funktionales Programm
P, dessen Terminationsverhalten nicht vom Wertverlauf abhéingt, zu einem
Programm P’ im obigen Sinne abstrahiert werden kann in einer solchen Weise,
dass P’ genau dann fiir alle Eingaben terminiert, wenn P es tut. Natiirlich ist
das nicht immer moglich, denn fiir unsere Programme ist die Frage nach der
Termination fiir alle Eingaben entscheidbar, wie wir gleich sehen werden.

Vorher bemerken wir noch, dass solch eine automatische Terminationsana-
lyse nicht nur fiir Programme, sondern gerade auch fiir Beweise sehr niitzlich
ist. Induktive Beweise stellt man sich gern rekursiv vor; man verwendet die
zu zeigende Aussage einfach und geht dabei davon aus, dass solche Verwen-
dungen beziiglich irgendeines Mafles kleiner sind, als die gerade aktuelle. Ein
solcher “rekursiver” Beweis ist natiirlich nur dann giiltig, wenn jeder “Aufruf”
tatsdchlich terminiert; somit ist ein rechnergestiitzter Beweispriifer, der solche
Beweisstrategien anbietet, auf eine Terminationsanalyse angewiesen.

9.3.2 Termination als Sprachinklusion

Fiir den Rest dieses Kapitels sei ein Programm P mit Funktionssymbolen F'
vorgegeben. Es sei n die maximale Zahl von Funktionsaufrufen in der rechten
Seite einer Gleichung.

Wir betrachten das Alphabet X = F x {1,...,n} und definieren die w-
Sprache Lq,; € X als die Menge aller unendlichen Aufrufsequenzen: ein Wort
(fo,do)(f1,d1)(f2,d2) ... ist in Ley genau dann, wenn ein Aufruf der Form
fit1(t) in der rechten Seite der definierenden Gleichung von f; an d;-ter Stelle
vorkommt. Wir lassen Klammern und Kommas weg und schreiben so ein Wort
als f0d0f1d1 e

Im Beispiel mit F' = {f, g, h,i,k} enthélt Ly fiinf Worter, ndmlich

ws = (flglhlilkl)®

wy = klws
w; = ilwg
wyp = hlw;
wg = glwy

Im Beispiel mit F' = {t} ist Lea = (t1 Ut2Ut3)¥ Im Beispiel mit F' = {m, p}
schlieBlich wére Lea = ((m1 Um2)pl)« U (pl(mlUm2))~.

Eine Aufrufsequenz terminiert, wenn es eine Variable gibt, die immer wie-
der dekrementiert wird. Denn dann kann ja ein noch so hoher Startwert ir-
gendwann zu Null reduziert werden und damit die Termination herbeifiihren.
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Natiirlich muss man verlangen, dass jede Aufrufsequenz in diesem Sinne ter-
miniert und die dies bezeugende Variable kann immer jeweils eine andere sein.
Es sei Lierm die Sprache der in diesem Sinne terminierenden Aufrufsequenzen.

Es gilt im Beispiel “Multiplikation”, dass (m2)“ € Lierm, da hier die Va-
riable y immer wieder dekrementiert wird. Im zweiten kiinstlichen Beispiel
gilt (t1)¥ € Lierm, ja sogar (t1 U t3)¥ C Liem. Auf der anderen Seite ist
(t2t3t1t3t1t3)“ & Lierm-

Das gesamte Programm P wird fiir alle Aufrufe terminieren genau dann,
wenn Leap € Lierm gilt. Dies ist also z.B. beim zweiten kiinstlichen Beispiel
nicht der Fall.

9.3.3 Terminationsanalyse mit Biichi-Automaten

Die Sprache Liem ist Biichi-erkennbar, also w-regulér. Sei m die maxima-
le Stelligkeit eines Funktionssymbols in F. Der Einfachheit halber nehmen
wir an, dass alle Funktionssymbole die Stelligkeit m haben. Dies lésst sich
natiirlich leicht durch Hinzunahme von Variablen, die in rekursive Aufrufe
einfach unveréndert weitergereicht werden, erreichen.

Wir definieren einen NBA A = (Q,X, 1,0, F) mit mehreren Anfangs-
zustinden wie folgt.

Zustandsmenge ist @ = {1,...,m} x {0,1},

Initialzusténde sind alle Zusténde: I = Q.

Die Ubergangsfunktion ¢ ergibt sich wie folgt: Sei g(y1,...,ym) der d-te
Aufruf in der definierenden Gleichung fiir f(z1,...,2m). Ist y; = x;, so
nehmen wir (7,0) in 6((4,-), (f, d)) auf. Ist y; = 2; — 1, so nehmen wir (j, 1)
in 6((4,-), (f,d)) auf.

e Endzusténde sind alle Zustidnde der Form (i, 1).

A errdt also die Variable, die immer wieder in dem als Wort vorliegenden Auf-
ruf dekrementiert wird. Diese merkt er sich in der Zustandsmenge. Auflerdem
wird in der Zustandsmenge signalisiert, wenn diese dekrementiert wird.

Im Beispiel der Abstraktion der Multiplikationsfunktion haben wir konkret
die folgende Transitionsfunktion.

6((1,-),(p, 1)) = {(1,0)}
6((2,),(p, 1)) = {(2,1)}
6((1,-),(m, 1)) = {(LO)}
6((2,-),(m,1)) = 0

6((3,-),(m,1)) = {(2,0)}
6((1,-),(m,2)) = {(1,0)}
5((2a*)7(ma2)) = {(2a1)}
6((3,-), (m,2)) = {(3,1)}
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Im ersten kiinstlichen Beispiel haben wir einen nichtdeterministischen Uber-

gang:
5((15 *)7 (fv 1)) = {(17 0)7 (27 O)}

Die vollstindige Ubergangsfunktion geben wir hier nicht an.

Es sollte klar sein, dass A genau die terminierenden Aufrufe erkennt, da er
akzeptiert, wenn es eine Variable gibt, die in einer vorliegenden Aufrufsequenz
immer wieder dekrementiert wird. Somit kann die Belegung dieser Variablen
mit einer natiirlichen Zahl noch so hoch sein; sie wird ultimativ irgendwann
zu Null. Also gilt Lieym = L(A).

Satz 9.20. Sei P ein rekursives Programm, und Leay und Liem die dazu-
gehorigen Sprachen aller und aller terminierender Aufrufe. Es gilt Lea C
Lierm genau dann, wenn f(x) fir alle Funktionen f in P und alle Belegungen
fiir x definiert ist.

Beweis. Ubung,.

Die Termination solch eines Programms kann daher mit Satz 9.16 ent-
schieden werden. Alternativ kann man auch gleich einen Biichiautomaten A’
konstruieren, der die Sprache LU Lierm erkennt. Das geht auch ohne Komple-
mentierung von Biichiautomaten, da ein Biichiautomat fiir Lc, direkt ange-
geben werden kann. Dieser ist deterministisch und hat nur Endzusténde, kann
jedoch steckenbleiben. Man testet den so entstandenen Biichi-Automaten auf
Universalitét.
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Alternierende Automaten

Im Teil {iber endliche Wérter haben wir alternierende Automaten eingefiihrt,
die sich einerseits als Erweiterung des nichtdeterministischen Automatenmo-
dells, andererseits aber als nicht ausdrucksstérker erwiesen haben. Thr Vorteil
im Vergleich zu nichtdeterministischen bestand darin, dass sich gewisse Spra-
chen mit wesentlich kleineren alternierenden Automaten erkennen lassen und
dass sie sich direkt komplementieren lassen.

Bei unendlichen Woértern kann man genauso das Modell des nichtdeter-
ministischen Biichi-Automaten zu einem alternierenden erweitern und sich
fragen, ob damit eventuell mehr Sprachen erkannt werden. Die Antwort ist
wiederum “nein”. Interessant ist jedoch, dass die Ubersetzung von einem al-
ternierenden in einen nichtdeterministischen Biichi- Automaten zwar einerseits
ebenfalls nicht iiber die Potenzmengenkonstruktion funktioniert (wie dies bei
der Ubersetzung eines AFAs in einen NFAs der Fall war), aber doch zumin-
dest um einiges einfacher ist als die Ubersetzung eines NBA in einen DRA
oder DPA.

10.1 Alternierende Biichi-Automaten

So wie sich ein NBA rein syntaktisch nicht von einem NFA unterscheidet,
ist ein alternierender Biichi-Automat ebenfalls genauso wie ein AFA defi-
niert. Insbesondere ist somit seine Transitionstabelle eine Funktion, die je-
dem Zustand und Alphabetsymbol eine positiv Boole’sche Kombination aus
Zusténden zuordnet. Er erkennt Sprachen unendlicher Wérter, somit sind sei-
ne Laufe unendliche Béume.

Definition 10.1. Ein alternierender Biichi-Automat (ABA) ist ein Tupel
A= (Q,X,q,0,F) mit g0 € Q, § : Q@ x X — BT (Q) und F C Q. Ein
Lauf eines ABA auf einem Wort w = aga; ... € X ist ein unendlicher, Q-
beschrifteter Baum ¢, dessen Wurzel mit gy beschriftet ist, so dass fiir jeden
Knoten n auf Ebene ¢ folgendes gilt.

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_10, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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{t(m) | m Nachfolger von n} | §(t(n),a;)

Solch ein Lauf heifit akzeptierend, falls es auf jedem Ast des Baums unendlich
viele Knoten ng, n, ... gibt, so dass t(n;) € F fiir alle i € N gilt.

Wieder sieht man leicht, dass alternierende Automaten mindestens so aus-
drucksstark wie nichtdeterministische sind. Der Beweis wird in Analogie zum
Beweis von Satz 3.9 gefiihrt.

Satz 10.2. Fiir jeden NBA A mit n Zustinden existiert ein ABA A’ mit
hdchstens n Zustinden, so dass L(A") = L(A) gilt.

Beispiel 10.3. Betrachte die w-reguldre Sprache L = {w | |w|, = oo}. Diese
wird z.B. von dem NBA

erkannt. Somit existiert nach Satz 10.2 auch ein ABA, der L erkennt. Man
kann jedoch L auch unter echter Verwendung von Alternierung mit einem
ABA erkennen. Das Prinzip dabei ist, dass auf linearen Strukturen “unendlich
oft” dasselbe ist wie “immer wieder”. Der ABA liest dann sukzessive Zeichen
des Eingabeworts. Ist dies ein a, so kann er im selben Zustand verbleiben, denn
er muss lediglich priifen, ob danach wieder ein a vorkommt, usw. Ist dieses
jedoch nicht ein a, dann verzweigt er universell. Ein Teil verbleibt in dem
Zustand, in dem auch im n#chsten Schritt gepriift wird, ob spéter wieder ein
a vorkommt. Der andere testet, ob wirklich irgendwann noch ein a vorkommt.

Sei A= ({q0, 01,92}, ¥, q0,0,{q0, g2}) mit

d(qo,a) = qo d(q1,a) = q2 (g2, -) = @2
3(go,b) =@ N1 d(q1,0) = @1

Ein geddchtnisloser Lauf ist wie bei einem AFA definiert. Auf einer Ebene des
Laufs gibt es keine zwei verschiedenen Knoten mit derselben Beschriftung
und unterschiedlichen Unterbdumen. Wiederum gilt, dass sich geddchtnislose
Liufe als DAGs darstellen lassen, so dass jedes Niveau hochstens |Q| viele
Knoten enthalt.

Der Beweis, dass es zu jedem akzeptierenden Lauf auch immer einen
gediichtnislosen gibt, lédsst sich jedoch nicht wie bei AFAs einfach durch suk-
zessives Umbauen fithren. Dies deshalb, weil es in einem nichtgedéchtnislosen
Lauf eines ABA unendlich viele Paare von Knoten geben kann, die die Eigen-
schaft der Gedichtnislosigkeit verletzen.

Definition 10.4. Sei t ein Lauf eines ABA A = (Q, X, qo,0, F) auf einem
Wort w € X%. Der Rang eines Knoten n, i. Z. rang(n) ist das maximale k in
einer Sequenz ny, ..., ny, so dass
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e n=ng,
e fiirallei=0,...,k—1 gilt: n;4; ist ein Nachfolger von n;,
e ni € Fund n; & F fiir alle i < k.

Insbesondere gilt rang(n) = 0, falls t(n) € F und rang(n) = oo, falls es einen
Pfad von n aus gibt, der niemals einen Endzustand besucht.

Fin Niveau eines solchen Laufs ist eine Menge von Knoten, die alle den-
selben Abstand zur Wurzel haben. Der Rang eines Niveaus ist der maximale
Rang eines seiner Knoten: rang(N) = max{rang(n) | n € N}.

Lemma 10.5. Sei A ein ABA idiber X und t ein Lauf auf einem w € Y. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent.

a) Der Lauft ist akzeptierend.

b) Jeder Knoten in t hat endlichen Rang.

¢) Jedes Niveau in t hat endlichen Rang.

d) Unendlich viele Niveaus haben endlichen Rang.

Beweis. “(a) = (b)” Durch Widerspruch. Angenommen, es géibe einen Knoten
mit unendlichem Rang. Dann gibt es auch einen Pfad in ¢, auf dem nur endlich
viele Endzustdnde vorkommen, womit ¢ nicht akzeptierend ist.

“(b) = (a)” Ebenfalls durch Widerspruch. Angenommen, der Lauf ist
nicht akzeptierend. Dann muss es also einen Pfad geben, auf dem nicht un-
endlich oft Endzustdnde vorkommen. Man beachte, dass wegen der Definition
der positiv Boole’schen Formeln jeder Zustand einen Nachfolger haben muss.
Dabher ist jeder Pfad in solch einem Lauf unendlich, und somit gibt es auf solch
einem angenommenen Pfad einen letzten Endzustand, der einen Nachfolger
hat. Dieser kann aber dann offensichtlich nicht endlichen Rang haben.

“(b) = (c)” Folgt sofort daraus, dass Liufe nur endlich verzweigend sind
und deswegen jedes Niveau nur endlich viele Knoten besitzt.

“(c) = (b)” und “(c) = (d)” sind trivial.

“(d) = (c¢)” Seien Ny und N3 zwei aufeinanderfolgende Niveaus in ¢. Man
sieht leicht, dass der Rang von N7 endlich ist, wenn der seines Nachfolgers
Ny endlich ist, da Ny selbst nur endlich viele Elemente hat. Genauer: Es gilt
rang(N1) < rang(N3)+1, da im schlimmsten Fall der Knoten mit maximalem
Rang in N, einen Vorgénger in IN; hat, der nicht mit einem Endzustand
beschriftet ist.

Die Behauptung folgt nun aus der Tatsache, dass in einem Lauf, in dem
unendlich viele Niveaus endlichen Rang haben, auf jedes Niveau spéter eines
mit endlichem Rang folgt. a

Lemma 10.6. Sei A ein ABA iiber dem Alphabet X und w € X¥. Falls w €
L(A), dann gibt es einen gedichitnislosen und akzeptierenden Lauf von A auf
w.
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Beweis. Angenommen w € L(A), d.h. es gibt einen akzeptierenden Lauf ¢
von A auf w. Seien Ny, Ny, ... die jeweiligen Niveaus von ¢. Laut Lemma 10.5
gilt rang(N;) < oo fiir alle i« € N. Falls ¢ nicht gediichtnislos ist, dann gibt
es ein kleinstes ¢+ € N, und zwei verschiedene Knoten ni,no € N;, deren
Unterbédume verschieden sind, fiir die aber ¢(n1) = t(ng) gilt. O.B.d.A. gelte
rang(ny) < rang(ng). Man sieht leicht, dass das Ersetzen des Unterbaums
von ni an die Stelle von ny nicht die Tatsache zerstort, dass ¢ akzeptierend
ist. Dies wird von Lemma 10.5 gezeigt, denn im entstehenden Lauf haben alle
Niveaus erst recht endlichen Rang.

Sei tg = t und t; derjenige Lauf, der dadurch entsteht, dass diese Ersetzung
auf tg solange durchgefiihrt wird, bis es auf dem i-ten Niveau keine Knoten
mehr gibt, die die Gedéachtnislosigkeit verletzen. Da jedes Niveau eines Laufs
nur endlich viele Knoten hat, muss so ein t; existieren. Dieses Verfahren lédsst
sich nun ins Unendliche iterieren, wobei Laufe tg, ¢, . .. erzeugt werden. Sei t*
der Limes dieser Konstruktion, d.h. der eindeutig bestimmte Baum, der fiir
jedes i bis zum Niveau ¢ mit t; iibereinstimmt. Beachte, dass sogar gilt: Fiir
das i-te Niveau N; in t* existiert ein k € N, so dass N; auch das i-te Niveau
von allen t; mit j > k ist.

Wir behaupten, dass t* ein akzeptierender und gedéchtnisloser Lauf von
A auf w ist. Dazu betrachten wir ein beliebiges Niveau N; aus ¢*. Da NN; in
fast allen ¢; ebenso vorkommt, kann es keine zwei Knoten enthalten, die die
Gedichtnislosigkeit verletzen. Somit ist t* zumindest gedéchtnislos. Aulerdem
ist rang(N;) auch endlich, denn mit steigendem ¢ kann dieser in den jeweiligen
t; nur abnehmen. Laut Lemma 10.5 ist ¢t* dann aber auch ein akzeptierender
Lauf. ad

Dieses Resultat konnen wir wiederum verwenden um zu zeigen, dass ABAs
nicht mehr als die w-reguléren Sprachen erkennen.

Satz 10.7. Sei A ein ABA mit n Zustinden. Dann gibt es einen NBA A" mit
hdchstens 3™ wvielen Zustinden, so dass L(A") = L(A) gilt.

Beweis. Sei A= (Q, X, qo, 0, F'). Wir konstruieren einen NBA A’ der intuitiv
in jedem Schritt eine mogliche Ebene eines gedichtnislosen Laufs von A auf
einem Eingabewort rit. Um zu iiberpriifen, ob dieser Lauf akzeptierend ist,
also ob es keinen Pfad darin gibt, auf dem nur endlich viele Endzusténde vor-
kommen, merkt sich A’ in jedem Schritt auerdem noch diejenigen Zustinde
im aktuellen Niveau, von denen aus man noch einen Endzustand durchlaufen
muss. Ist diese einmal leer, dann miissen wiederum alle Zustdnde des aktuellen
Niveaus so verfolgt werden.

0.B.d.A. nehmen wir ¢y ¢ F an. Wir setzen Q' = {(P,0) | O C P C Q}
und A" = (Q', X, {q0}, {q0}),0’, F’), wobei
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§'((P.0),a) = {(P,P'\F)| P = ) d(p,a)}

qeP
8 ((P,0),a) = {(P,O'\F)|P E /\ §(p,a) und
qeP
O'CP und O E /\ 5(q,a)}

qe0

und F’ =29 x {(}.

Die Behauptung iiber die Grofienbeschrinkung von A’ ist leicht ersichtlich,
da ein Paar (P,0) mit O C P C @ als Funktion aufgefasst werden kann, die
jedem Zustand ¢ € @ drei Moglichkeiten lidsst: ¢ € O,q € P\ O,q € Q \ P.

Es bleibt noch die Korrektheit der Konstruktion, also L(A") = L(A) zu
zeigen.

“D” Sei w = agay... € L(A), d.h. es gibt einen akzeptierenden Lauf
von A auf w. Laut Lemma 10.6 gibt es dann auch einen gedichtnislosen und
akzeptierenden Lauf. Dieser ldsst sich als DAG darstellen, so dass jedes Niveau
dieses Laufs eine Teilmenge P C @ bildet. Seien Py, P, ... diese Ebenen.
Offensichtlich gilt Py = {qo}. Aulerdem gilt fiir alle i € N:

Py /\ 6(q, ai)

qeP;

Wir definieren nun Mengen O; fiir ¢ € N induktiv wie folgt. Oy = {go} und,
fir ¢ > 1:

Pi falls 01;1 = (Z)
Oi = U {O\F|O'= A 6(ga)l, sonst

O'CP;_ q€0;—1

Man vergewissere sich, dass (Py, Og), (P1,01), ... in der Tat ein Lauf von A’
auf w ist. Es bleibt lediglich zu zeigen, dass dieser auch akzeptierend ist. Dazu
beobachten wir zunéichst, dass fiir alle 7 € N folgendes gilt. Wenn O; # (), dann
ist rang(O;+1) < rang(O;), wobei wir die O; als Niveaus in dem Lauf auf w
ansehen. Aulerdem gilt rang(O;) = 0 nur, wenn O; = (). Da der Rang eines jeden
O; aber endlich sein muss, denn |O;| < oo, und laut Lemma 10.5 hat jeder
Knoten in O; nur endlichen Rang, folgt daraus sofort, dass es unendlich viele
i geben muss, so dass O; = () ist. Damit ist der Lauf aber akzeptierend.

“C” Angenommen (P, Op),(Py,01),... ist ein akzeptierender Lauf von
A" auf w = agay ... € 2. Man sieht leicht, dass Py, P, ... die Niveaus eines
gediichtnislosen Laufs von A auf w repriisentieren. Es bleibt wieder zu zeigen,
dass dieser akzeptierend ist. Nach Voraussetzung gibt es ig < 71 < ..., so
dass Oy, = 0 fiir alle j € N. Dann gilt aber rang(P;, 1) < oo fiir alle j € N,
denn O;; y1 = P;, 41 fiir alle j € N. Da aber auf jedes solche i; wieder ein 4;,
folgt mit O;,,, = 0, gibt es keinen Pfad, der von einem Knoten im Niveau
q € Pj, 1 ausgeht und niemals einen Endzustand besucht.
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Somit gibt es also unendlich viele Niveaus mit endlichem Rang. Laut Lem-
ma 10.5 ist der Lauf dann aber akzeptierend. O

Wir bemerken, dass es sich bei dieser Konstruktion um die in Satz 7.22 be-
reits erwéhnte handelt, mit der man einen nichtdeterministischen co-Biichi-
Automaten determinisieren kann.

10.2 Komplementierung mittels Alternierung

Wir wollen noch eine weitere Moglichkeit kennenlernen, einen NBA zu komple-
mentieren. Dazu nutzt man aus, dass sich alternierende Automaten relativ ein-
fach komplementieren lassen. Bei ABAs reicht es jedoch nicht einfach aus, die
Transitionen durch ihre dualen Boole’schen Funktionen zu ersetzen wie man
dies bei AFAs macht (siehe Satz 3.8). Auch die Akzeptanzbedingung in den
Léufen muss komplementiert werden. Bei endlichen Léufen ist dies einfach; am
Ende erreicht man einen Endzustand genau dann, wenn man nicht einen Nicht-
Endzustand erreicht. Daher reicht es dort aus, End- und Nicht-Endzustéande
zu vertauschen. Bei unendlichen Léufen wird die Biichi-Bedingung jedoch zu
einer co-Biichi-Bedingung im Komplement. Statt jetzt sich zu iiberlegen, mit
welchen Tricks man wohl diese wieder als Biichi-Bedingung kodieren kann,
machen wir sozusagen aus der Not eine Tugend und betrachten zunéchst al-
ternierende co-Biichi-Automaten.

Definition 10.8. Ein alternierender co-Biichi-Automat (AcoBA) ist ein Tu-
pel A= (Q, X, qo, 9, F), welches wie bei einem ABA definiert ist. Ebenso ist
der Lauf eines AcoBA auf einem Wort w € X% definiert. Solch ein Lauf ist
im Gegensatz zu dem Lauf eines ABA jedoch akzeptierend, wenn auf allen
Pfaden nur endlich viele Zusténde ¢ ¢ F' vorkommen.

Lemma 10.9. Fiir jeden ABA A mit n Zustinden gibt es einen AcoBA A

mit hochstens n Zustinden, so dass L(A) = X\ L(A) gilt. Die Umkehrung
gilt ebenso.

Beweis. Ubung.
Da jeder NBA auch ein ABA ist, tibertréigt sich dies auch gleich auf NBAs.

Korollar 10.10. Zu jedem NBA A mit n Zustinden gibt es einen AcoBA A

mit hochstens n Zustinden, so dass L(A) = X« \ L(A) gilt.

Wie bei ABAs kann man sich bei AcoBAs ebenfalls auf gedichtnislose
L&ufe, also insbesondere solche, die sich als DAG reprisentieren lassen, be-
schréinken.

Lemma 10.11. Sei A ein AcoBA und w € X¥. Es gilt: Wenn w € L(A),
dann gibt es einen geddchtnislosen Lauf von A auf w.
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Abb. 10.1. Lauf eines AcoBA mit Reihung.

Beweis. Ubung,.

Um nun einen AcoBA in einen ABA zu iibersetzen, reichern wir gedécht-
nislose Laufe, so um zusétzliche Information an, dass die Akzeptanz des ur-
spriinglichen Laufes durch den Automaten als Biichi-Bedingung auf dem an-
gereicherten Lauf formuliert werden kann. Der gesuchte ABA wird dann die
Zusatzinformation raten.

Definition 10.12. Sei ¢ ein gedéchtnisloser Lauf eines AcoBA mit n Zustén-
den. Eine Reihung ist eine Beschriftung ¢ der Knoten von ¢ mit Zahlen
(“Réngen”) aus dem Bereich {1,...,2n}, so dass gilt:

e Ist k' Nachfolger von n, so gilt £(k") < ¢(k);

e Ist t(k) = ¢ und £(k) ungerade, so ist q € F;

e Jeder unendliche Pfad in ¢ enthélt unendlich viele Knoten mit ungerader
Beschriftung.

Lemma 10.13. Ein gedichtnisloser Lauf t eines AcoBA st insbesondere
dann akzeptierend, wenn eine Reihung ¢ des Laufes t existiert.

Beweis. Sei ein Lauf ¢ mit Reihung ¢ gegeben. Ist ng,n1,no,... ein unendli-
cher Pfad in ¢, so muss wegen der ersten Bedingung ein i existieren, sodass
l(n;) = £(n;,) fiir alle i > 5. Wegen der dritten Bedingung muss dann ¢(n;)
fiir alle ¢ > ip ungerade sein und das bedeutet wegen der zweiten Bedingung,
dass n; € F; somit enthilt der Pfad ab iy nur noch Endzustinde. Also ist er
im Sinne des AcoBA akzeptierend. O
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Beispiel 10.14. Betrachte den AcoBA A = ({qo0,q1,¢2},{a}, 0,9, {q0,q2}),
wobei

5(Q070’) = 4o A q1 , 5((]150‘) =4q2, 5((]27‘1) =4q2 .

Der einzige und akzeptierende Lauf dieses AcoBA auf dem Wort a® ist mit
einer Reihung in Abb. 10.1 dargestellt.

Reihungen, die nur die Zahlen 1 und 2 oder gar nur die 1 benutzen, existie-
ren fiir diesen Lauf nicht. Das liegt daran, dass es Knoten gibt, die unendlich
viele Nicht-Endzusténde als Nachkommen haben. Dennoch liegen auf jedem
Pfad nur endlich viele Nicht-Endzustédnde; der Lauf ist ja akzeptierend.

Wir werden nunmehr die Umkehrung von Lemma 10.13 beweisen.

Lemma 10.15. Sei t ein akzeptierender Lauf eines AcoBA mit n Zustinden.
Es existiert dann eine Reihung von t.

Beweis. Wir verwenden folgende Terminologie: Ein Nachkomme eines Kno-
tens k in einem Lauf ist ein von k aus erreichbarer Knoten. Auch k selbst gilt
als “Nachkomme” von k. Die Wendung “fiir fast alle Nachkommen” bedeutet
“fiir alle Nachkommen, bis auf endlich viele Ausnahmen”. Ein Knoten & mit
t(k) € F wird als “Endzustand” bezeichnet.

Wir definieren induktiv Knotenmengen Sy C .S; C Sy C ... wie folgt.

SO = @;
Ist Sa; schon definiert, so umfasst So; 11 alle Knoten k, derart dass alle
Nachkommen von k Endzustédnde sind, oder in Sy; liegen.

e Ist Sy; schon definiert, so umfasst So;1o alle Knoten k, derart dass fast
alle Nachkommen von k Endzusténde sind oder in So; liegen;

Folgende Eigenschaften sind unmittelbar oder durch einfache Induktion iiber
1 einzusehen: Fiir alle ¢ € N gilt:

o S C S2it1 C S2iya,
e ist &’ Nachkomme von k und k € S;, so ist auch k¥’ € S,
e sind fast alle Nachkommen von £ in Sy;, so ist auch k € So;.

Als néchstes zeigen wir, dass fiir jedes ¢ < n ein Niveau [; existiert, so dass
jedes Niveau ! unterhalb von [; (also I > ;) mindestens ¢ Knoten in So;
aufweist. Da kein Niveau mehr als n Knoten umfasst, bedeutet das, dass
bereits Ss,, alle Knoten umfasst.

Wir zeigen diese Behauptung durch Induktion iiber ¢. Fiir ¢ = 0 ist nichts
zu zeigen. Ist die Behauptung fiir ein festes ¢ schon gezeigt, so unterscheiden
wir zwei Fille. Ist das Komplement von So; endlich, dann liegt jeder Knoten
in Sy; 42, da nach Annahme fast alle seine Nachkommen in Ss; liegen. Die
Behauptung ist dann mit /;4; = 0 erfillt.

Ist schlieflich das Komplement von Ss; unendlich, so gibt es zunéchst
einmal einen Knoten n € Ss;ia \ S2;. Wiren némlich alle Knoten im Kom-
plement von S; nicht in So; 12, dann hétte jeder Knoten n im Komplement
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von Ss; unendlich viele Nachkommen, die nicht Endzustéinde sind und aufler-
dem selbst im Komplement von Sy; liegen. Das erlaubt uns wie folgt, einen
Pfad zu konstruieren, der die co-Biichi Bedingung verletzt: wir beginnen mit
einem beliebigen Knoten im Komplement von Ss; und suchen einen (ech-
ten) Nachkommen im Komplement auf, der kein Endzustand ist und auch im
Komplement von Sy; liegt. Mit diesem fahren wir ebenso fort und erhalten
auf diese Art einen Pfad, der unendlich viele Nicht-Endzustinde enthélt im
Widerspruch zur Annahme an ¢. Es gibt also einen Knoten kg € So;y0 \ So;.
Wir argumentieren jetzt, dass ausgehend von kg ein Pfad konstruiert werden
kann, welcher ebenfalls zur Génze in Sg;42 \ S2; liegt. Die Behauptung folgt
daraus unmittelbar, indem man [; auf das Niveau von k setzt. Fiir die Kon-
struktion des Pfades geniigt es zu zeigen, dass jeder Knoten in So;io \ So;
einen Nachfolger in So; 1o\ Sz; hat (von dem aus kann man ja dann genauso
weiterfahren). Ist ndmlich k € So; 42 \ So;, dann sind alle seine Nachkommen
in Soi19, da die Sj-Mengen unter Nachfolgern abgeschlossen sind. Wiiren aber
alle Nachfolger von k in Ss;, dann wéren insbesondere fast alle Nachkommen
von k in Ss; und also k selbst auch in Ss;.

Wir konstruieren nun die gewiinschte Reihung ¢ nach folgender Vorschrift.
Fiir Knoten k ist £(k) gegeben als das kleinste 4, so dass k € S;. Es bleibt zu
zeigen, dass dies in der Tat eine Reihung liefert.

Ist &’ Nachfolger von k, so ist (k') < ¢(k). Das ist offensichtlich.

Ist (k) = 2i + 1, also ungerade, so sind alle Nachkommen von k& End-
zustdnde oder in So;. Da dies insbesondere fiir k selber gilt, muss also k
Endzustand sein, da sonst ¢(k) < 2i wére.

o Ist ko, k1, ko, ... ein unendlicher Pfad, so enthélt die Folge ¢(ko), £(k1), - .-
unendlich viele ungerade Eintréige: Ist ¢(k;) = 2i + 2, also gerade, so sind
fast alle Nachkommen von k; Endzustédnde oder liegen in Ss;. Insbesondere
muss es also ein ¢/ > t geben, sodass alle Nachkommen von ky diese
Eigenschaft haben. Damit aber ist £(kv) < 2i + 1. Auf jeden geraden
Eintrag folgt also ein echt kleinerer. Die Behauptung ergibt sich daraus
unmittelbar.

O

Diese Vorarbeiten erméglichen nun die Konstruktion eines dquivalenten
ABA:
Satz 10.16. Fiir jeden AcoBA A mit n Zustinden gibt es einen ABA A’ mit
héchstens 2n? + 1 vielen Zustinden, so dass L(A") = L(A) gilt.
Beweis. Sei A = (Q, X, qo, 0, F) ein AcoBA. Definiere A’ = (Q', X, ¢}, 0", F")
mit Q' ={L}U@ x{1,...,2n}, ¢{ = (g0,2n), F' = {(q,1) | 7 ist ungerade }
und

d(Lya) = L

{J_ , falls ¢ € F und i ist ungerade

6((g,i),a) = §(g,a)|; , sonst
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wobei (¢ V)|i =l VYli, (p AY)]i = @li Al; und gl = V-, (q, 7)-
Intuitiv erréiit A’ zu jedem Knoten in einem gedéchtnislosen Lauf von A
auf einem w eine Reihung und speichert diese in der zweiten Komponente
des Zustands ab. Die Ubergiinge iiberpriifen, dass in der Tat eine Reihung
vorliegt. Die detaillierte Verifikation verbleibt als Ubung. a

Korollar 10.17. 2F11r jeden NBA A mit n Zustinden existiert ein NBA A
mit héchstens 3*" 1 vielen Zustinden, so dass L(A) = X\ L(A) ist.

Beweis. Sei A ein NBA mit n Zustinden. Dieser ist insbesondere ein ABA.
Laut Lemma 10.9 existiert dann ein AcoBA A mit n Zustéinden, der dessen
Komplement erkennt. Mit Satz 10.16 ldsst dieser sich in einen ABA A mit
2n? + 1 vielen Zustinden umwandeln. SchlieBlich liefert Satz 10.7 dafiir einen
NBA mit hochstens der geforderten Zustandszahl. a

Korollar 10.17 liefert zwar eine asymptotisch schlechtere Komplementie-
rungskonstruktion fiir NBAs als die von Safra aus Korollar 8.13. Diese hat
jedoch den Vorteil, dass sie u.U. einfacher implementiert werden kann.

10.3 Schwache Automaten

Die Automaten, die sich mithilfe von Satz 10.16 ergeben, haben eine besondere
Struktur, die wir hier explizit machen wollen.

Definition 10.18. Ein ABA (AcoBA) A= (Q, X, qo, 6, F') heiit schwach, i.Z.

WABA (WAcoBA), wenn es eine Funktion @ : @ — N gibt, so dass gilt:

o falls P(q) =P(¢'), sogilt g€ F <— ¢ € F;

e falls ¢’ in 6(g,a) vorkommt, so ist @(¢') < &(q).

Es ist klar, dass die durch &(q,i) = i und ¢(L) = 0 definierte Funktion auf

den Zustdnden des Automaten aus Satz 10.16 diesen Bedingungen geniigt.
Traditionell werden schwache Automaten in der folgenden dquivalenten

Form definiert.

Lemma 10.19. Fin ABA (AcoBA) A = (Q,X,qo,0,F) ist genau dann

schwach, wenn es eine Partition der Zustandsmenge Q in Klassen Q1,Q2, . ..

Q¢ gibt, sodass folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

)

e jede Klasse enthdlt entweder nur Endzustinde oder nur Nicht-Endzustinde;

o es gibt eine partielle Ordnung C auf der Menge der Klassen, so dass fiir
alle q,¢' € Q, alle a € X und alle Mengen Q', Q" aus der Partition gilt:
Falls ¢’ € §(a,q) und ¢ € Q" und q € Q" s0 ist Q' T Q".

Beweis. Die nichtleeren Mengen der Form &~1(i) := {q | ¢(q) = i} bilden eine
Partition der verlangten Art. Die partielle Ordnung legt man durch ¢~1(i) C
P71(j) = i < j fest.

Fiir die umgekehrte Richtung kann man 0.B.d.A. eine Nummerierung der
Klassen voraussetzen derart, dass Q; C Q; = ¢ < j. Man definiert dann ¢(q)
als dasjenige ¢ fiir welches ¢ € Q); ist. O
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Lemma 10.20. Fir jeden WABA mit n Zustdnden existiert ein dquivalenter
WAcoBA mit n Zustinden und umgekehrt.

Beweis. Ist qo,q1,q2,... ein Pfad in einem akzeptierenden Lauf eines schwa-
chen Automaten, so ist die Folge @(qo),P(q1), ... schwach monoton fallend,
es existiert also ig derart, dass @(q;) = @(ip) fiir alle ¢ > ip. Die Zustéinde ¢;
mit 7 > ip sind also allesamt Endzustéinde, so dass der Lauf sogar im Sinne
der co-Biichi-Bedingung akzeptierend ist. Die Umkehrung gilt genauso. a

Daraus ergibt sich zusammen mit Lemma 10.9 gleich folgendes.

Lemma 10.21. Fiir jeden WABA A mit n Zustinden existiert ein dquivalen-
ter WABA A mit hichstens n Zustinden, so dass L(A) = X%\ L(A) gilt.

Daraus wiederum folgt sofort, dass schwache, alternierende Biichi-Auto-
maten gar nicht schwécher sind als normale, alternierende Biichi-Automaten.

Satz 10.22. Fir jeden ABA A mit n Zustinden ezistiert ein dquivalenter
WABA A’ mit héchstens 2n? + 1 vielen Zustinden.

Beweis. Indem wir A formal dualisieren, erhalten wir einen AcoBA A’ mit
n Zustanden fiir X% \ L(A). Die Konstruktion aus Satz 10.16 liefert dann
einen WABA fiir das Komplement und schliellich mit vorherigem Lemma der
gesuchte WABA fiir L(A). 0

Wir erweitern nun das Modell der schwachen Biichi-Akzeptanzbedingung
auf die Paritdtsbedingung.

Definition 10.23. Ein schwacher alternierender Parititsautomat (WAPA)
ist ein Tupel (Q, X, qo, 6, 2), wobei Q, X, o, d wie bei ABAs erklirt sind und
2 : @Q — N. Liaufe von WAPA sind zunichst wie bei ABA definiert. Solch
ein Lauf ist jedoch akzeptierend, wenn fiir jeden Pfad qg, q1, g2, ... darin gilt,
dass die grofite in der Folge £2(qo), £2(q1), ... vorkommende Zahl gerade ist.

Im Gegensatz zu den in Abschnitt 7.1 definierten “normalen” Paritéts-
automaten ist hier also die Akzeptanz durch Erreichbarkeit anstatt durch
unendlich wiederholtes Vorkommen definiert. Man kénnte meinen, dass die-
ses Akzeptanzkriterium zu schwach sei, um repetitiv definierte Sprachen wie
L ={w ||w|s, = 0o} zu erkennen. Unter Zuhilfenahme der Alternierung kann
das aber leicht dadurch geschehen, dass stéindig neue Prozesse erzeugt werden,
die auf ein Eintreffen von a warten. In der Tat wird der ABA aus Beispiel 10.3
mit der Festlegung (2(¢;) = i zum dquivalenten WAPA. Im eindeutig bestimm-
ten Lauf dieses Automaten auf einem Wort der Form (a U b)*b* ¢ L gibt es
ja w.a. den Pfad ¢¥¢¥, welcher eben nicht der Akzeptanzbedingung geniigt.

Zum Abschluss zeigen wir noch, dass WAPAs und WABAs zueinander
dquivalent sind, was also bedeutet, dass WAPAs ebenfalls genau die w-
reguliiren Sprachen erkennen.
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Satz 10.24. Fir jeden WABA mit n Zustinden gibt es einen dquivalenten
WAPA mit hichstens n Zustinden.

Beweis. Sei A = (Q,X,9,qo, F) ein WABA mit & : @ — N. Wir konnen
0.B.d.A. voraussetzen, dass ¢ € F' <= &(q) ungerade (durch Verschmelzen
gleichartiger Klassen ®~!(i) oder durch passendes Heraufsetzen von ®). Sei
auBlerdem k ungerade und mindestens so groff wie max{®(q) | ¢ € @}.

Den verlangten WAPA erhalten wir als (Q, X, qo, 6, §2), wobei £2(¢q) = k —
P(q).

In jedem Pfad eines Laufs dieses WAPAs nehmen nun die 2-Werte schwach
monoton zu (werden nicht kleiner) und erreichen damit nach einer gewissen
Zeit ihr Maximum, welches dann nicht mehr verlassen wird. Der Lauf ist
offensichtlich akzeptierend genau dann, wenn dieses Maximum gerade ist. O

Satz 10.25. Fiir jeden WAPA mit n Zustinden gibt es einen dquivalenten
WABA mit hochstens n? vielen Zustinden.

Beweis. Sei A= (Q, X, qo, 0, {2) ein WAPA. Es ist klar, dass es hichstens |Q|
viele verschiedene Werte 2(g) gibt. Da fiir die Akzeptanzbedingung nur die
Paritit (gerade/ungerade) der Werte 2(¢) und ihre relative Grofle zueinander
wichtig sind, kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass 2 : Q — {0,...,|Q|—
1} oder 2 : Q — {1,...,|Q|} gilt. Sei M die Menge dieser vorkommenden
Prioritaten.

Wir definieren nun einen WAPA A’ = (Q x M, X, (g0, £2(q0)), ', £2') iiber
0'((¢g,1),a) = 0(q,a)l|;, wobei

qli = (¢',max{i, 2(q")})
(fVvgli = flivyl
(fAg)li flingli .

AuBlerdem ist 2'(q,i) = i.

A’ simuliert also A und protokolliert in einer zweiten Zustandskomponen-
te das Maximum der Prioritdten in den bisher durchlaufenen Zustéinden. Es
sollte klar sein, dass A’ tatsichlich dquivalent zu A ist, denn ihre Léufe sind
dieselben, wenn man die zweite Zustandskomponente in A’ nicht betrach-
tet. Sei auflerdem mg, m1, ... eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen und eine
weitere Folge induktiv definiert iiber ko := mg, k11 := max{k;, m;y1}. Es
sollte klar sein, dass die Maxima der in den beiden Folgen auftretenden Zah-
len gleich sind. Somit ist ein Lauf fiir A genau dann akzeptierend, wenn der
entsprechende Lauf, in dem die zweiten Zustandskomponenten auf eindeutige
Weise eingefiigt werden, fiir A’ akzeptierend ist.

Der new Automat hat hichstens |Q]? viele Zustinde. Wir miissen nur
noch zeigen, dass es sich bei A’ bereits um einen WABA handelt. Sei m die
maximal auftretende Prioritéit in A’. Die geforderte Funktion @ erhilt man
dann durch &(q,i) = m — i, und als Endzustéinde definiert man die Menge
F={(q,i) € Q| £2(q,1) ist ungerade}. O
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Wir bemerken noch, dass eine analoge Abschwéchung des Akzeptanzkri-
teriums fiir ABA eine echte Einschrénkung darstellt. Es gibt eine w-regulére
Sprache L, so dass fiir keinen ABA A gilt: w € L <= jeder Pfad 7 im
Lauf von A auf w enthilt einen Endzustand. Ein konkretes Beispiel wiire
hier etwa die Sprache a® U a*b¥. Der Lauf auf a“ ist akzeptierend. Gébe es
endliche Pfade beliebiger Lénge, die keinen Endzustand enthalten, so gibe es
wegen Konigs Lemma auch einen unendlichen Pfad ohne Endzustéinde, was
ein Widerspruch zur Akzeptanz ist. Also gibt es ein Niveau n, so dass je-
der Pfad spétestens bei Niveau n einen Endzustand enthilt. Das Wort a™ba®
wiirde also auch akzeptiert. Man beachte, dass die Transitionsfunktion alter-
nierender Automaten hier immer total ist und somit jeder Zustand zu jedem
Eingabesymbol mindestens einen Nachfolger hat.






11

Linearzeit-Temporale Logik

In diesem Kapitel betrachten wir noch eine weitere Logik, die sich einerseits
von der Art ihrer Operatoren her wesentlich von MSO unterscheidet, sich
andererseits jedoch in MSO—sogar in FO—einbetten lédsst. Der Unterschied
zu MSO besteht hauptséichlich darin, dass es keine direkten Quantoren iiber
Positionen und Mengen von Positionen in einem Wort gibt. Stattdessen stellt
man sich im Rahmen der Temporallogik ein Wort als einen zeitlichen Ablauf
von Ereignissen, die durch die Alphabetsymbole kodiert sind, vor. Eine tem-
porallogische Formel wird dann immer in einer einzigen Position des Wortes
interpretiert. Diese stellt sozusagen den jetzigen Zeitpunkt dar, wihrend das
Suffix des Wortes an dieser Position die Zukunft représentiert. Die Opera-
toren der temporalen Logik machen dann Aussagen iiber Ereignisse in der
Zukunft. Hier beschrinken wir uns auf eine der einfachsten Temporallogiken,
das sogenannte LTL.

Die Sichtweise des zeitlichen Ablaufens eines Wortes legt eine Beziehung
zu Automaten nahe. Diese Nithe zeichnet sich hier dadurch aus, dass die Uber-
setzung von LTL in Biichi-Automaten einfacher und vor allem effizienter ist,
als das iiber die Kodierung in MSO der Fall wére.

LTL wird auch h&ufig als Spezifikationssprache fiir reaktive Systeme einge-
setzt. Eines der fundamentalen Probleme, welches in diesem Gebiet auftritt,
ist, zu einer Beschreibung eines reaktiven Systems 7 und einer gegebenen
Spezifikation ¢ zu entscheiden, ob 7 die Anforderung ¢ erfiillt. Auch dort
erweisen sich Biichi-Automaten wiederum als geeignetes Hilfsmittel fiir den
algorithmischen Zugang zu einem logischen Problem.

11.1 Syntax und Semantik

Wir erinnern noch einmal an die Ubersetzung einer WMSO-Formel in einen
NFA aus dem Kapitel 2. Eine WMSO-Formel ¢ mit freien Variablen Xy, ..., X,
——zur Vereinfachung nehmen wir an, dass diese nur freie zweitstufige Variablen
enthilt—wurde dort in einen NFA iibersetzt, der iiber dem Alphabet {0,1}"

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_11, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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arbeitet. Ein Wort ist also zusammengesetzt aus Vektoren der Léange n. Dies
kann man aber auch als Wort mit n Spuren ansehen. Die i-te Spur kodiert
dann die Belegung der Variablen X;—eine 1 steht genau an den Positionen,
die zu der Menge gehoren, die X; interpretiert.

Bei den weiteren Untersuchungen an Automaten in diesem Buch sind wir
meist davon ausgegangen, dass das Alphabet abstrakt als Menge gegeben ist.
Dies schliefit natiirlich den Fall der n-stelligen Vektoren mit ein. Hier kommen
wir jetzt wieder darauf zuriick. In einer LTL-Formel gibt es ebenfalls zweit-
stufige Variablen. Traditionell bezeichnet man diese jedoch als Propositionen
und schreibt Kleinbuchstaben p, ¢, ... anstatt der bisher iiblichen Groibuch-
staben X,Y,.... Wir werden dies hier praktisch genauso handhaben. Es gilt
wiederum, dass eine endliche Menge P von Propositionen oder zweitstufigen
Variablen ein Alphabet X = 27 definiert. Es bietet sich jedoch der Einfach-
heit halber an, solch ein Alphabetsymbol als Teilmenge der Propositionen
anstatt als Vektor aufzufassen. So kann man z.B. schlicht p € a; schreiben an-
statt eine neue Notation fiir den Zugriff auf die p-te Komponente des Vektors
a; einfiihren zu miissen. Mathematisch sind diese beiden Sichtweise jedoch
natiirlich dquivalent. Die Teilmenge besteht genau als denjenigen Propositio-
nen, an deren Stelle im Vektor eine 1 stehen wiirde.

Definition 11.1. Sei P = {p,q,...} eine Menge von Propositionen. Formeln
der Linearzeit-Temporallogik (LTL) iiber X sind gegeben durch die folgende
Grammatik.

o = pleVelap|Op|pUp

wobei p € P. Wir benutzen neben den iiblichen Abkiirzungen der Aussagen-
logik auch die folgenden: @Ry := —(—=pU—)), Fp := trueUp und Gy := —F-p.

Sei w = apay ... € (27)*. Die Semantik einer LTL-Formel ist induktiv
definiert fiir alle ¢ € N wie folgt.

w,if=p —= peaq

w,il=eVY = w,if @ oderw,il=1

w, 1 = e =  wily

w,i = Qp = witlEgp

w, i = pUyY <  esgibt k>, so dass w,k =

und firalle j:i<j<k=w,jE¢

Wie oben bereits erwidhnt, wird eine LTL-Formel also an einer Position in
einem Wort interpretiert. Sinnvolle Aussagen iiber solche Positionen sind z.B.
“die aktuelle Position gehort zu p, aber nicht zu ¢”, was durch die Formel
p A —q ausgedriickt wird.

Der Operator () liest sich als “in der ndchsten Position”. Die Formel
p A Qg driickt dann aus, dass an der aktuellen Position (u.a.) ein p steht,
welches von einem ¢ gefolgt wird.

Der Operator U steht fiir “until”. Die Formel ©Uy gilt in einer aktuellen
Position eines Wortes, wenn es in der Zukunft (inklusive des momentanen
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Zeitpunkts) eine Position gibt, in der ¢ gilt, so dass alle Positionen davor
(wiederum inklusive des momentanen Zeitpunkts) ¢ erfiillen. Damit also ¢Ui)
zu einem Zeitpunkt ¢ gilt, muss entweder ¥ zum Zeitpunkt ¢ gelten, oder aber
 muss zum Zeitpunkt ¢ und allen folgenden Zeitpunkten bis (ausschlieflich)
zum erstmaligen Auftreten von . Insbesondere muss ¢ auch tatséchlich ir-
gendwann auftreten.

Fin Spezialfall davon ist das sogenannte “finally” F. Hier ist das linke
Argument des U-Operators true, d.h. an die dazwischenliegenden Zeitpunkte
werden keine Anforderungen gestellt. Daher bedeutet Fip, dass irgendwann in
der Zukunft oder bereits jetzt ¢ gilt.

Der zu F duale Operator ist das “generally” G. Die Formel Gy bedeutet,
dass ab sofort ¢ immer gilt. Man iiberlegt sich leicht, dass dies gleichbedeutend
damit ist, dass es keinen Moment in der Zukunft gibt, in dem ¢ nicht gilt—
daher die Dualitdt zum F-Operator.

Das Duale zum allgemeineren U ist das “release” R. Die Formel pR1) besagt,
dass 1 gelten muss, solange es nicht von ¢ abgelost wird. Somit sind Modelle
dieser Formel solche, in denen ab dem aktuellen Moment entweder ¢ immer
gilt, oder v gilt bis zu einem Moment, in dem sowohl v als auch ¢ gelten.

Auf natiirliche Art und Weise, genauer gesagt durch Interpretation einer
Formel in der ersten Position eines Wortes, liasst sich einer LTL-Formel eine
Sprache unendlicher Worter zuordnen.

Definition 11.2. Sei ¥ = 27 w € X und ¢ € LTL. Wir schreiben w |= ¢
falls w,0 = ¢, und L(p) := {w | w = ¢}.

Beispiel 11.3. In LTL lisst sich “unendlich oft gilt ¢” durch GFp ausdriicken.
Dies besagt, dass immer irgendwann—also immer wieder—p gilt. Genauso
bedeutet FG—p dann, dass ¢ nur endlich oft gilt.

Die Sprache {w € (2{P4)“ | wenn unendliche viele Positionen zu p
gehoren, dann auch unendlich viele zu ¢} ist LTL-definierbar. Sie wird durch
die Formel GFq V FG—p beschrieben.

Setzt man die Alphabetsymbole aus X als gegeben voraus, so stellt sich
die Frage, wie man z.B. eine umgangssprachliche Beschreibung einer formalen
Sprache iiber X' in eine LTL-Formel umsetzt. Dazu kann man charakteristische
Formeln x, verwenden. Sei wiederum X = 27 und P endlich. Dann lisst
sich ein Alphabetsymbol a € X, also a C P, durch Aufzéhlung derjenigen
Propositionen, die in ihm enthalten sind, sowie derjenigen, die dies nicht sind,
eindeutig beschreiben.

Xa = (A AN P
pEa p&a

Beispiel 11.4. Die Sprache, die nur aus dem Wort (ab)¥ besteht, wird z.B.
durch die LTL-Formel

Xa A G((xa = Oxp) A (s = OXa))
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beschrieben.

Wir bemerken ohne Beweis, dass die Sprache (a(aUb))“, also die Menge aller
Woérter, in denen an jeder geraden Stelle ein a steht, nicht LTL-definierbar ist.
Dies héngt damit zusammen, dass LTL-definierbare Sprachen bereits auch in
FO auf unendlichen Wortern definierbar sind. Zur Erinnerung: Auf endlichen
Wortern ldsst sich in FO nicht die Sprache aller Worter gerader Lénge defi-
nieren. Das Prinzip hinter der Nichtausdriickbarkeit obiger Sprache ist genau
dasselbe.

Die Semantik einer LTL-Formel ist bereits in FO aufgeschrieben. Genauer
gesagt lisst sich durch Formalisierung der semantischen Gleichungen zu jeder
LTL-Formel ¢ eine FO-Formel ¢(x) angeben, so dass fir alle i € N gilt:
w,i E e <= w,iE ¢(x). Somit ¢gilt w E ¢ <= w [ @(min). Daraus
ergibt sich insbesondere, dass jede in LTL definierbare Sprache auch in FO
definierbar ist.

Definition 11.5. Eine LTL-Formel ist in positiver Normalform, wenn sie nur
aus Literalen p, =p mit p € P und den Operatoren V, A, ), U und R aufgebaut
ist.

Lemma 11.6. Jede LTL-Formel ¢ iber einem Alphabet X ist dquivalent zu
einer LTL-Formel ¢’ in positiver Normalform, so dass |¢'| < 2 || gilt.

Beweis. Ubung.

In den folgenden Ubersetzungen von LTL-Formeln in Automaten auf un-
endlichen Wortern spielen die sogenannten Abwicklungen der temporalen Ope-
ratoren U und R eine grofie Rolle. Was damit gemeint ist, wird anhand des
U-Operators im folgenden Lemma erklart.

Lemma 11.7. Fir alle o, € LTL gilt: U =V (@ A O(pU)).

Beweis. Wir zeigen hier nur die Richtung “=". Die Umkehrung ist vollkom-
men analog.

Sei w,i |= ¢Ui. Dann existiert ein k > ¢ mit w,i = 9 und w,j = ¢ fiir
alle 7 mit i < j < k. Wir unterscheiden zwei Falle.

a) Fall 1, kK = 4. Dann gilt also offensichtlich w,i |= .

b) Fall 2, k£ > 4. Dann muss erstens w,? = ¢ gelten. Auflerdem betrachten
wir die Position ¢+ 1 in w. Da nach Annahme k > i+ 1 ist, w, k = ¢ gilt
und auch noch w, h | ¢ fiir alle h mit ¢ < h < k, also insbesondere auch
fiir alle h mit i + 1 < h < k gilt, gilt ebenfalls w,i + 1 = ¢Uy. Dann gilt
aber auch w,i = O(pUt). Zusammen mit der ersten Beobachtung haben
wir also w,i = o A O(eU).

Da nun immer einer der beiden Fille eintreten muss, gilt auch w,7 = ¢V (oA

O(pUy)). 0
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Aquivalenzen in LTL sind sogar Kongruenzen, d.h. falls ¢ = 1, so gilt
auch 0(p) = 0(y) fiir jeden Kontext 0, in den ¢ und 1 eingebettet werden.
Daraus folgt sofort folgendes.

eU = PV (A O(PUP))
= P V(e AO®@ V(e AO(PUY))))
YV (e ANOWV(eAO@V (e AO(WUP))))))

Dies liefert auch eine Methode, um von einem Wort zu zeigen, dass es an einer
Stelle ¢ die Formel ¢Uw erfiillt. Entweder man zeigt, dass an Stelle i bereits
1 gilt. Oder man zeigt, dass an ihr ¢ gilt und dass an Stelle 7 + 1 wiederum
©Uy gilt. Fasst man dies als Spiel auf, so kann es natiirlich unendliche Partien
geben. Dies kann aber nur dadurch geschehen, dass man an keiner Stelle k& mit
k > i irgendwann einmal ¢ bewiesen hat, sondern an jeder solchen Stelle ¢
bewiesen hat und zur n#chsten Stelle iibergegangen ist. Somit hat man aber
nicht gezeigt, dass die Formel ¢Ui) an der Stelle i gilt, denn dies verlangt die
Existenz einer Position k > 4, an der v gilt.

Jedes Entscheidungsverfahren fiir LTL, welches die temporalen Operatoren
—insbesondere das U auf diese Art und Weise verarbeitet, muss sicherstellen,
dass jede Formel der Form Uy nur endlich oft abgewickelt wird, dass man
also irgendwann wirklich einmal ¢ auswé#hlt, anstatt die Entscheidung immer
nur weiter zu verschieben.

Die in den beiden folgenden Abschnitten vorgestellten Verfahren zur Kon-
struktion von Biichi-Automaten aus LTL-Formeln benutzen implizit diese Ab-
wicklungen fiir U-Formeln (und die analoge Variante fiir R-Formeln). Uber eine
geschickte Wahl der Endzusténde wird sichergestellt, dass unendliche Abwick-
lungen einer U-Formel nicht dazu fiithren, dass ein Wort akzeptiert wird.

11.2 LTL und nichtdeterministische Biichi-Automaten

Um eine direkte Ubersetzung von LTL in Biichi-Automaten ohne den Umweg
itber FO und MSO anzugeben, bietet es sich an, zunéchst als technisches
Hilfsmittel die Definition eines Biichi-Automaten zu verallgemeinern.

11.2.1 Verallgemeinerte Biichi-Automaten

Definition 11.8. Ein verallgemeinerter Bichi-Automat (GNBA) ist ein Tu-
pel A = (Q,X,1,6,F,...,F;) wie bei einem NBA, jedoch mit Anfangszu-
standsmenge I C @ und mehreren Endzustandsmengen Fi, ..., F; C Q. Ein
Lauf eines solchen Automaten auf einem Wort w € X% ist definiert wie bei
einem NBA, mit dem Unterschied, dass er in einem beliebigen Zustand g € I
anfingt.

Solch ein Lauf qg, q1, ... heiBt akzeptierend, falls fiir alle ¢ = 1,...,k ein
q € F; gibt, so dass ¢ = g; fiir unendlich viele j.
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Ein verallgemeinerter Biichi-Automat hat also erstens eine Anfangszu-
standsmenge statt einem einzigen Anfangszustand und zweitens mehrere End-
zustandsmengen, die jeweils unendlich oft besucht werden miissen.

Satz 11.9. Fiir jeden GNBA A = (Q,X,I,06,Fp,...,Fr_1) gibt es einen
Biichi-Automaten A’, so dass L(A") = L(A) und |A'| =1+ Q|- (k+1).

Beweis. Wir beschréanken uns hier darauf zu zeigen, wie man zu solch einem
GNBA einen GNBA A’ macht, der nur noch eine einzige Endzustandsmenge
besitzt. Die Reduzierung mehrere Anfangszustinde zu einem ist dann sehr
einfach durch Hinzunahme eines neuen Zustands zu machen.

Definiere A’als (Q x {0,...,k—1}, X, I x {0}, A, Fy x{0}). Die Transiti-
onsfunktion ist wie folgt definiert.

i+1 modk , fallsqge F;

7 , sonst

A((g,i),a) = {(p,J) | p€dlga) undj:{ }

Der Zustandsmenge des GNBA wird also ein Zahler angehéingt, der angibt,
aus welcher urspriinglichen Endzustandsmenge als néchstes ein Endzustand
durchlaufen werden soll. Dies beruht auf dem Prinzip, dass in einem Lauf
von A aus allen F; unendlich oft Zustinde gesehen werden genau dann, wenn
irgendwann einer aus Fy gesehen wird und jedes Mal, wenn einer aus F; durch-
laufen wird, danach auch irgendwann einer aus Fj11 mod r gesehen wird. Aus
dieser Uberlegung und der Tatsache, dass A’ in seiner ersten Zustandskom-
ponente lediglich A simuliert, ergibt sich sofort die Korrektheit dieser Kon-
struktion. ad

Die Wahl der 0 in der zweiten Komponenten der Anfangs- und End-
zustiinde von A’ ist willkiirlich. Genauso kénnte man auch jede andere Zahl
aus {0, ..., k—1} wihlen. Wichtig ist nur, dass die Endzusténde von der Form
F; x {i} sind. Dieser Index muss jedoch noch nicht einmal mit dem in den
Anfangszustéinden iibereinstimmen.

11.2.2 Von LTL nach NBA

Im Folgenden ist immer davon auszugehen, dass LTL-Formeln in positiver
Normalform vorliegen. Wir betrachten zunéchst eine rein syntaktische Defini-
tion, die das Konzept der Unterformelmenge leicht erweitert.

Definition 11.10. Der Fischer-Ladner-Abschluss einer LTL-Formel 6 in po-
sitiver Normalform ist die kleinste Menge FL(#), die 6 enthilt und fiir die
folgendes gilt.

o pVieFLO) = {p,} C FL(O),
o NP EFLO) = {p,} C FL@®),
e Oy e FLB) = ¢ e FL(H),
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U € FL(0) = {,%, O(U), o AO(pU¢), 1 V (e AO(£U%))} € FL(),
R € FL(O) = {¢, 9, O(¢R)), oV O(#RY), P A (0 V O(pRY))} € FL(O),

Darauf aufbauend betrachten wir nun eine semantische Definition, namlich
die einer Hintikka-Menge. Solche Mengen kann man sich intuitiv vorstellen
als abgeschlossen unter “dem was auch noch gelten muss”. Enthélt solch eine
Menge z.B. eine Disjunktion, die irgendwo gelten soll, dann muss sicherlich
eines der Disjunkte ebenfalls gelten. Bei Konjunktionen sind es sogar beide
Konjunkte.

Definition 11.11. Eine Hintikka-Menge fiir eine LTL-Formel 6 in positiver
Normalform ist eine Menge M C FL(0), fiir die gilt:

Vi eM= pecModery e M,
wANpeM=pecMund ¢ € M,
QU € M = ¢ € M oder (o € M und O(pU¢) € M ),
@Ry € M = ¢ € M und (p € M oder O(¢Ry) € M ).

Fine Hintikka-Menge M heif3t konsistent, falls es kein p € P gibt mit
{p,—p} € M. Mit H(0) bezeichnen wir die Menge aller konsistenten Hintikka-
Mengen iiber 6.

Mit PT (M) bezeichnen wir die Menge aller positiven vorhandenen Propo-
sitionen in M, also lediglich M N P; mit P~ (M) bezeichnen wir die Menge
der negativ vorhandenen Propositionen darin, also {p | p € P und —p € M}.

Sei 6 nun einmal fest gewahlt. Wir konstruieren daraus einen GNBA Ay,
der genau die Menge aller Modelle von 6 erkennt. Als Zusténde benutzen
wir konsistente Hintikka-Mengen iiber 6. Solche Mengen beschreiben intuitiv,
welche Unterformeln—genauer: Elemente des Fischer-Ladner-Abschlusses—
an einer Stelle in einem Modell gelten miissen. Wir benutzen hier den Nicht-
determinismus in den Biichi-Automaten, um diese in jedem Schritt erraten zu
lassen. Die Konsistenz der Mengen sorgt dafiir, dass die Automaten in einem
Schritt nichts raten, was aus aussagenlogischen Griinden bereits ausgeschlos-
sen ist. Fiir die temporalen Operatoren, insbesondere das U und R, benut-
zen wir die Charakterisierungen iiber deren Abwicklungen aus dem vorigen
Abschnitt. Diese sind ja syntaktisch bereits in die Definitionen von Fischer-
Ladner-Abschluss und Hintikka-Menge eingeflossen. Die U-Formeln spielen da-
bei eine spezielle Rolle, denn man darf das Erfiillen einer @Uy-Formel nicht
beliebig lange hinauszogern. Dies werden wir durch die Akzeptanzbedingung
des GNBA sicherstellen.

Seien U1y, . .., prUty alle in FL(#) vorkommenden U-Formeln. Wir kon-
struieren den GNBA Ay := (H(p), X, 1,0, F1, ..., Fy), wobei

e die Anfangszustandsmenge aus allen konsistenten Hintikka-Mengen be-
steht, die die urspriingliche Formel 6 enthalten:

I = {M|6e M}
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e die ¢-te Endzustandsmenge, ¢+ = 1, ..., k, diejenigen Zusténde enthéilt, in
denen die i-te U-Formel erfiillt wird, falls sie noch erfiillt werden muss:

e die Ubergangsrelation wie folgt definiert ist.

{M'"] firalle Qv € M:¢ e M'}, falls Pt (M) C aund
d(M,a) = P-(M)<Za

0, sonst

Die Funktionsweise des GNBA Ay ist also intuitiv die folgende. Da er genau
die Modelle der Formel 6 erkennen soll, errét er zunéchst eine Hintikka-Menge,
die 6 enthilt. Aus der Hintikka-Mengen-Eigenschaft folgt, dass damit in dieser
Menge auch eine Auswahl an allen Formeln enthalten ist, die wegen 0 ebenfalls
in Position 0 eines vorgelegten Wortes gelten miissen.

Ist Ay einmal in einem Zustand M angelangt, so enthélt dieser insbeson-
dere Literale p oder —¢ und Formeln der Form (), fiir die es keine Regeln in
der Definition einer Hintikka-Menge mehr gibt. Diese Regeln sorgen nur dafiir,
dass man auch weitere Formeln aufnimmt, die in derselben Position gelten
miissen. Eine Formel der Form ()t macht aber eine Aussage iiber die nach-
folgende Position. Macht der Automat nun einen Transitionsschritt, so kann
dies nur mit solch einem Alphabetsymbol geschehen, welches mit den aktuell
vorhandenen Literalen konsistent ist. Dies bedeutet, dass das Alphabetsym-
bol alle positiv vorhandenen Literale, jedoch keines der negativ vorhandenen
Literale enthalten sollte.

Nach solch einem Schritt muss er natiirlich eine Hintikka-Menge erreichen,
die alle diejenigen Formeln enthélt, von denen er zuvor geraten hat, dass sie
im néchsten Schritt gelten miissen. Der Automat muss also auch in Bezug auf
die (O-Formeln konsistent bleiben.

Wir betrachten zun#chst den Automaten fiir die einfache Formel pU—p.
Dieser hat zwei Anfangszustéinde, ndmlich My = {pU-p,-p} und M; =
{pU=p, p, O(pU—p)}. Man sieht leicht, dass M; € §(My,a) gilt, solange p € a
ist. Diese Transition entspricht einem einmaligen Abwickeln der U-Formel, oh-
ne diese danach zu erfiillen: Er erwartet noch ein Symbol a, welches p enthélt,
und will im néchsten Schritt weiterhin pU—p beweisen. Dies ist lokal richtig,
im Globalen muss jedoch dafiir gesorgt werden, dass diese Transition nicht
immer nur genommen wird. Ansonsten wiirde ja das Wort {p}* akzeptiert,
welches sicherlich nicht Modell von pU—p ist. Die Akzeptanzzustédnde sind M,
und (). Der GNBA ist hier bereits ein NBA, da die Ursprungsformel nur ein
einziges U enthalt.

Satz 11.12. Sei  LTL-Formel in positiver Normalform. Dann gilt L(Ag) =
L(0) und |Ag| < 22191

Beweis. Beachte: FL(0) < 2|0|, da es zu jeder Unterformel von 6 hichstens
2 Formeln im Fischer-Ladner-Abschluss geben kann. Genauer gesagt enthélt
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der Fischer-Ladner-Abschluss jede Unterformel, und fiir jede U-Formel darin
noch hochstens eine weitere, in der dieser ein () vorangestellt wird. Somit gilt
|H(6)] < 22191, was die Behauptung iiber die GréBe des resultierenden GNBA
zeigt.

Es bleibt noch die Korrektheit zu zeigen. Wir nehmen wieder an, dass
©1U1, . .., prUYy alle U-Formeln in FL(0) sind.

“D” Sei w € L(6). Definiere fiir jedes i € N eine Menge M; := {¢ € FL(0) |
w, i = 1}. Beachte Folgendes.

a) Fiir alle ¢ € N gilt M; € H(#), denn die Menge aller Formeln, die in einer
Position eines Wortes gelten, bildet immer eine Hintikka-Menge.

Nach Voraussetzung gilt 8 € M.

Fiir alle ¢ € N gilt: Wenn (O € M;, dann ¢ € M; ;1.

Falls der i-te Buchstabe von w ein « ist, dann ist M; N X C {a}.

Fir jedes j € {1,...,k} und jedes ¢ € N gilt: wenn ¢,;Uy); € M; dann
existiert ein i’ > ¢, so dass 1; € My. Wenn also an einer Stelle eine U-
Formel gilt, dann muss diese auch irgendwann erfiillt sein dadurch, dass
ihr rechtes Argument irgendwann ebenfalls gilt.

o &0 o
NN AN N

Wegen (1) bildet My, Mj, ... eine Sequenz von Zustanden von A,. Wegen (2)
beginnt diese in einem Anfangszustand. Wegen (3) und (4) ist diese Sequenz
ein giiltiger Lauf, der die Transitionsrelation befolgt und der niemals stehen
bleibt. Und wegen (5) ist er akzeptierend.

“C” Sei w € L(A,). D.h. es existiert ein akzeptierender Lauf My, My, ...
von A auf w. Man zeigt nun leicht durch Induktion iiber den Formelaufbau,
dass fiir alle ¢ € N und alle v € FL(p) folgendes gilt. Wenn ¢ € M;, dann
w, i 1.

Im Induktionsanfang sei » = p fiir ein p € P. Nach Voraussetzung gilt
p € M;. Man beachte, dass Ay die Transition von M; zu M;; nur machen
kann, wenn an der i-ten Stelle im Wort dann auch ein Buchstabe a steht, so
dass p € a gilt. Damit gilt dann aber auch w, i |= p.

Im Induktionsschritt fiir die Boole’schen Operatoren folgt die Aussage aus
der Hypothese und der Tatsache, dass jedes M, eine Hintikka-Menge bildet.
Sei also v = Ov'. Da ¢ € M;, haben wir ¢' € M, 1. Nach der Induktionshy-
pothese gilt w,i + 1 = ¢ und somit w,i = 1.

Es verbleiben die zwei interessantesten Félle der temporalen Operatoren
U und R.

Sei nun ¢;U; € M, fiir ein ¢ € N. Da M; eine konsistente Hintikka-Menge
ist, gilt entweder v; € M;, woraus die Behauptung sofort per Induktions-
hypothese folgt. Oder aber es gilt p; € M; und O(y;Ut;) € M;. Nach der
Definition der Transitionsrelation ist dann aber ¢;Ut; € M;;q. Dieses Argu-
ment ldsst sich nun iterieren, was w,i = ¢; fur i/ = 4,1+ 1,1 + 2,... zeigt.
Man beachte auBerdem, dass ¢;Uy; € M, fiir ¢/ = i,i4+ 1,7+ 2,... gilt. Da
der zugrundeliegende Lauf aber akzeptierend ist, muss es ein i’ > i geben,
so dass ¢; € M. Anderenfalls wiirde dieser Lauf keinen Endzustand aus der
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zu p;Uy; gehdrenden Endzustandsmenge mehr sehen und somit nicht die ver-
allgemeinerte Biichi-Bedingung erfiillen. Die Induktionshypothese, angewandt
auf ¢; liefert dann w, 4’ = 1;. Angewandt auf ¢, liefert sie w, h |= ¢; fiir alle
i < h <. Somit gilt ebenfalls w,i = 1, Ux;.

Sei schlussendlich ¢ = @Ry’ € M;. Wie im vorigen Fall gilt aufgrund
der Definition einer Hintikka-Menge wiederum, dass ' € M; und entweder
¢ € M; oder O(¢RyY’) € M;. Letzteres bedeutet natiirlich einfach nur ¢ €
My 1. Dies lisst sich ebenfalls iterieren. Entweder es gilt, dass ¢/ € M,/ fiir
alle ¢/ > i, oder es gibt es h > i, so dass {¢,'} C M, und ¢ € M, fiir
1 < i < h. Jetzt ldsst sich die Induktionshypothese in diesen Féllen auf ¢ und
1) anwenden, was je nach Fall eine Aussage dariiber liefert, an welchen Stellen
diese Formeln im Modell gelten. In beiden Féllen folgt jedoch, dass dann auch
w,1 = pRY gelten muss. O

Fasst man Lemma 11.6, Satz 11.12 und Satz 11.9 zusammen, so ergibt sich
folgendes.

Korollar 11.13. Fir jede LTL-Formel ¢ existiert ein NBA A,, so dass
L(Ay) = L(p) und |A,| = 200D,

11.3 LTL und alternierende Biichi-Automaten

Wir wollen noch eine weitere Ubersetzung von LTL in ein Automatenmo-
dell, néimlich die alternierenden Automaten kennenlernen. Alternierende Au-
tomaten kénnen zu konzeptuell einfacheren Ubersetzungen fithren, weil die-
ses Automatenmodell den aussagenlogischen Teil einer Logik durch das Vor-
handensein von Disjunktionen und Konjunktionen in den Transitionstabellen
einfacher nachbilden kann. In dem hier vorliegenden Fall von LTL bieten sich
alternierende Automaten auch noch an, weil sich auf ihnen leicht eine Spezi-
alklasse definieren ldsst, die genau die LTL-definierbaren Sprachen erkennt.
Dies ist bei NBAs nicht so einfach moglich.

Zur Erinnerung: Fiir eine positiv Boole’sche Formel 6(g, a) und eine Ele-
ment ¢’ schreiben wir einfach ¢’ € §(g, a) um anzudeuten, dass ¢’ rein syntak-
tisch in der Formel auftritt.

Definition 11.14. Sei A = (Q, X, 0,9, F) ein alternierender Biichi-Automat
mit @ = {qo,...,qn} Dieser heiit schleifenfrei (oder auch zihlerfrei, bzw.
sehr schwach) (VWABA), wenn es eine lineare Ordnung < auf seiner Zu-
standsmenge gibt, so dass fiir alle ¢,¢' € @ gilt: wenn ¢’ € (g, a) fiir ein
a € XY, dann gilt ¢’ < g.

Jeder VWABA ist auch ein WABA. Die geforderte Funktion @ bildet jeden
Zustand auf seine Position in der linearen Ordnung ab. Umgekehrt kann ein
VWABA als WABA definiert werden, fiir den die Funktion @ injektiv ist.
Das bedeutet, dass jede Zustandsdnderung mit einem echten Absenken des
P-Werts einhergeht.
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Beispiel 11.15. Die Sprache aller Worter iiber den Propositionen {p, ¢}, die
an jeder Stelle p und an mindestens einer Stelle ¢ erfiillen, wird durch die
LTL-Formel Gp A Fg beschrieben. Sie wird auch von dem folgenden VWABA
erkannt.

Das Symbol A in der verzweigenden Transition von Zustand 0 ausgehend
deutet an, dass die Transitionsfunktion diesen Zustand unter dem Alphabet-
symbol {p} auf 1 A 2 abbildet.

Die lineare Ordnung auf der Zustandsmenge ist durch die (umgekehrte)
Ordnung auf den Zustandsnamen gegeben und aulerdem leicht aus der Graph-
struktur abzulesen.

Im Gegensatz zu WABA erkennen VWABA weniger als die w-reguldren
Sprachen. Wir werden hier lediglich zeigen, dass VWABASs gleich méchtig zu
LTL sind. Zuerst widmen wir uns der Ubersetzung einer LTL-Formel in einen
VWABA. Diese ist sehr simpel, wenn auch vielleicht auf den ersten Blick
ungewohnt. Hier wird praktisch die Formel selbst einfach als ABA aufgefasst.

Satz 11.16. Fir jede LTL-Formel 6 dber einem Alphabet X existiert ein
VWABA Ag mit L(Ag) = L(0) und |Ag| = O(|0)).

Beweis. Aufgrund von Lemma 11.6 kénnen wir davon ausgehen, dass 6 un-
ter moderatem Blow-Up bereits in positive Normalform umgewandelt wurde.
Wir definieren den ABA Ay als (Qy U{T, L}, X, 0,6, F) mit den folgenden
Komponenten.

o Qo ={qy | ¥ € Sub(f)}, wobei Sub(f) die Menge aller Unterformeln von
0 ist,

e Die Transitionsfunktion wird induktiv iiber den Formelaufbau fiir alle a €
X definiert wird als
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5(Tya) = T
i(L,a) =
T Lfallspea
6(qp, =
(qp @) {L , sonst
T Lfallspd&a
0(q-p, =
(@-p: ) {J_ ,sonst
5(Q¢v¢7a) = 5(‘—1@7“) Vv 6(qy, a)
d(apny,a) = d(ag,a) Ad(dy,a)
6(aog.a) = dyp
5(q<PU¢’7 CL) = 5(qd)7 (Z) vV (5(qtp7 (Z) A qtpUd))
5(q90R¢7 a’) 6<qw’ a) A (5(qtp’ a) \ qtpRIl)) .

Man vergewissere sich, dass diese rekursive Definition wohl-definiert ist.
e Letztendlich ist F' = {T} U {qeny | YRy € Sub(6)}.

Die Aussage iiber die Grolenbeschrankung von Ay ergibt sich sofort aus der
Konstruktion. Es ist nicht schwer zu sehen, dass Ay tatsiachlich ein VWABA
ist. Als Zeugen nimmt man eine beliebige Linearisierung der Ordnung, die durch
die Unterformelrelation gegeben ist und behandelt T, L entsprechend. Man
beachte, dass Ay von einem Zustand g, niemals einen Zustand gy erreichen
kann, wenn v’ nicht Unterformel von 1 ist.

Der Beweis der Korrektheit verbleibt als Ubung. a

Satz 11.17. Fiir jeden VWABA A = (Q, X, qo, 9, F) tber einem Alphabet
X = 2P egistiert eine LTL-Formel o4 mit L(¢4) = L(A) und || = O(|Q| -
211 “wobei m = max{|d(q,a)| | ¢ € Q,a € X}.

Beweis. Sei A= (Q,X,qo,0,F) ein VWABA mit @ = {qo,...,qn}. O.B.d.A.
nehmen wir an, dass g9 > ¢ > ... > ¢, gilt, d.h. jeder Zustand ist vom
Anfangszustand aus erreichbar.

Wir definieren nun fiir i = n,...,0 Formeln v;, die genau diejenigen Spra-
chen definieren, die von A in Zustand ¢; erkannt werden. Bei der Definition
von 1); kénnen wir davon ausgehen, dass 1); fiir alle j > ¢ bereits definiert ist.
Die Konstruktion von 1); unterscheidet zwei Fille.

Fall 1, sei ¢; € F'. Die von Zustand ¢; aus erkannte Sprache ist die kleinste
Menge X, die die Gleichung

X = U {aw | w € (6(gi,a))'}

acX

erfiillt, wobei
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(p1 V@) == ¢ Ugpy
(p1 A p2) = @1 Ny
g = X
q} = L(¢;) , fallsj>i

Intuitiv besagt diese Gleichung, dass zu X alle Worter gehoren, die mit einem
beliebigen Alphabetsymbol a beginnen, so dass das erste Suffix die Transition
unter diesem Buchstaben a im Zustand g¢; erfiillt. Es handelt sich um die
kleinste Losung, da g; € F'. Jeder Pfad in einem akzeptierenden Lauf, der den
Zustand ¢; besucht, muss diesen auch irgendwann verlassen. Man kann sich
dies so vorstellen, dass man, um die Lésung zu berechnen, erst einmal X als
() annimmt. Dies entspricht der Menge aller Wérter, die von ¢; aus erkannt
werden, ohne ¢; iiberhaupt zu durchlaufen. Dies ist natiirlich kein einziges
Wort. Die Menge derjenigen Worter, die von ¢; aus erkannt werden, wobei
dieser Zustand hochstens einmal durchlaufen wird, erhiilt man, in dem man ()
fiir X einsetzt und laut dieser Gleichung einen neuen Wert fiir X berechnet.
Allgemein erhélt man so durch Iterieren die Menge aller Worter, die von ¢; aus
erkannt werden, indem dieser Zustand hochstens 0-, 1-; 2-, ... -mal durchlaufen
wird. Da die Gleichung monoton ist, erhédlt man so immer gréflere Sprachen
bzgl. C. Das Verfahren konvergiert gegen die sogenannte kleinste Losung bzw.
den kleinsten Fixpunkt dieser Gleichung.

Der Trick besteht nun darin zu erkennen, dass dieser kleinste Fixpunkt in
LTL mithilfe des U-Operators ausdriickbar ist. Zunéchst lidsst sich die obige
Gleichung direkt in LTL iibersetzen. Hier steht X nun als Variable fiir eine
Formel statt fiir eine Sprache. Lésung ist also eine Formel 6, so dass L() genau
der oben diskutierten kleinsten Losung entspricht. Die Gleichung lautet

X = \/ xa A O6(gi,a))
acXy

wobei x, wiederum die charakteristische Formel fiir das Alphabetsymbol a ist
und

(p1 V) == 91V
(pr Ap2) == 91 Apy
q; = X
q;- = v; , fallsj>i

Mithilfe der LTL-Aquivalenzen O(p1 A 02) = Owa A Opa, Op1 V @s) =
Owa V Ows und der deMorgan’schen Regeln lésst sich die rechte Seite der
Gleichung in disjunktive Normalform bringen, so dass ()-Operatoren nur di-
rekt vor atomaren Formeln vorkommen. Die rechte Seite ist also dquivalent
zu einem a V (8 A OX), so dass X nicht in a oder § vorkommt. Damit gilt
dann X = U« und wir kénnen ; somit als fUa definieren.
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Fall 2, sei g; € F. Ebenso ldsst sich hier eine Gleichung X = a A (8V(OX)
durch Umformen in konjunktive Normalform finden, die genau die von ¢; aus
erkannte Sprache beschreibt. Hierbei handelt es sich jedoch um den gréfiten
Fixpunkt, da von ¢; aus auch Worter akzeptiert werden, deren Laufe unendlich
lange in ¢; verweilen kénnen. Dann gilt aber auch X = Ga V (aU(8 A «)), was
wir als 1; hernehmen koénnen.

Die Grolenbeschriankung ergibt sich aus der Tatsache, dass es insgesamt n
viele Formeln der Form #; gibt und jede aus einer Formel der Grofie O(|X|-m)
durch Umwandeln in dis-/konjunktive Normalform entsteht, wobei m eine
obere Schranke an die Grofle einer Boole’schen Formel in der Transitionsta-
belle des VWABA ist. |

Die Ubersetzung von LTL nach VWABA ist also linear, die von VWABA
nach LTL in der hier préasentierten Fassung einfach exponentiell in der Grofle
des Automaten, aber doppelt exponentiell in der Anzahl der verwendeten Pro-
positionen. Dies ist nicht optimal. Der Grund fiir den zweifachen Exponenten
liegt in der suboptimalen Verwendung von Alphabetsymbolen. Man kann al-
ternierende Automaten iiber Alphabeten der Form X = 27 auch mit einer
Transitionsfunktion der Form @ — BT(Q U P) im Gegensatz zu dem hier
verwendeten @ x 27 — B*(Q) definieren, denn es gilt folgendes.

Qx2" = BYQ) ~ Q— (2"~ B"(Q))

AuBerdem sind positiv Boole’sche Formel ausdrucksstark genug, so dass man
Funktionen vom Typ 27 — BT (Q) darin ausdriicken kann. Somit lisst sich
mit Transitionsfunktionen vom Typ Q — B¥(Q U P) mindestens soviel aus-
driicken wie mit den hier verwendeten. Intuitiv wird dort also jedem Zustand
eine Kombination aus Propositionen im néchstgelesenen Alphabetsymbol und
Nachfolgezustdnden zugeordnet. Insbesondere lisst sich damit der doppelt ex-
ponentielle Blow-Up zu einem einfach exponentiellen reduzieren.

11.4 Spezifikation und Verifikation

Eine wichtige Anwendung der Logik LTL ist ihre Verwendung als Spezifika-
tionssprache fiir reaktive und parallele Systeme. An dieser Stelle wollen wir
weniger auf Fragen der Modellierung solcher Systeme eingehen, sondern uns
auf den Einsatz von LTL und—damit verbunden—automatentheoretischen
Methoden konzentrieren. Systeme kénnen dabei Software oder Hardware sein;
“parallel” bedeutet, dass diese typischerweise aus mehreren Komponenten be-
stehen, die miteinander interagieren; “reaktiv” soll hier nur bedeuten, dass die-
se nicht unbedingt terminieren miissen. Ein Beispiel dafiir sind z.B. Betriebs-
systeme. In dem im Folgenden vorgestellten Szenario geht es hauptsichlich
darum, das nach auflen hin sichtbare Verhalten solch eines Systems in An-
lehnung an eine Spezifikation zu verifizieren. Weniger wichtig in dieser Mo-
dellierungssicht sind also z.B. Fragen nach der Korrektheit der Berechnungen
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b, q

p p

Abb. 11.1. Beispiel fiir ein Transitionssystem.

von internen Methoden des Systems. Typische Fragestellungen sind z.B. “wird
jede Anfrage irgendwann spéter beantwortet” etc.

Wir werden zunéchst ein sehr intuitives und vereinfachendes Modell fiir
solche Systeme vorstellen, die sogenannten Transitionssysteme. Diese kann
man einfach als Rahmenwerk fiir die operationale Semantik eines Programms
ansehen. Danach wenden wir uns der Frage zu, wie man (un-)erwiinschtes
Verhalten solch eines Systems in LTL spezifiziert und verifiziert.

11.4.1 Transitionssysteme und Liufe

Definition 11.18. Sei P eine endliche Menge atomarer Propositionen. Ein
Transitionssystem ist ein Tupel T = (S,—,1, ), wobei (S,—) ein ge-
richteter Graph mit Knotenmenge S und Kantenrelation —, I C S eine
ausgezeichnete Menge von Anfangszustinden und X : S — 27 ist.

Ein solches Transitionssystem ist total, falls es fiir alle s € S ein t € S gibt
mit s — t.

Ein verniinftiges Maf} fiir die Gréfle eines totalen Transitionssysteme ist
das folgende: T :=| — |+ |I].

Im folgenden beschrianken wir uns auf totale Transitionssysteme, ohne dies
jedes Mal explizit anzumerken.

FEin Transitionssystem représentiert in natiirlicher Weise das zeitliche Ver-
halten eines zustandsbasierten Programms. Ein Beispiel fiir ein Transitions-
system ist in Abb. 11.1 gezeigt. Dies représentiert ein Programm, welches 6
verschiedene Zustéinde annehmen kann. Ubergiinge sind nach der Kantenrela-
tion in dem gerichteten Graphen moglich. Man beachte, dass das Programm
nichtdeterministisch ist. In dem Zustand 1 gelten z.B. die atomaren Aussagen
p und ¢, wéhrend in 2 z.B. beide nicht gelten, wihrend z.B. im Zustand 3 nur
die Aussage p wahr ist.

Man kann solch ein Transitionssystem als (evtl. endliche) Reprisentati-
on von (evtl. unendlich) vielen Abldufen des zugrundeliegenden Programms
ansehen. Der Transitionsgraph stellt also evtl. Nichtdeterminismus dar, der
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z.B. durch nichtdeterministische Auswahl im Fortschreiten einzelnen Kompo-
nenten im Gesamtsystem entsteht. Ein Lauf dagegen ist deterministisch in
dem Sinn, dass zu jedem Zustand genau ein Folgezustand gehort. Ein Lauf
entspricht einer moglichen Art des Gesamtsystems, sich konkret zu verhalten.

Definition 11.19. Sei 7 = (S, —, I, \) ein totales Transitionssystem iiber
atomaren Propositionen P. Ein Pfad (in T) ist eine unendliche Sequenz
S081 ... € 5¥, so dass s € I und s; —> s;41 fiir alle i € N.

Ein Lauf (in 7)) ist ein unendliches Wort agay . .. € (27)%, so dass es einen
Pfad sgs1 ... gibt mit a; = A(s;) fiir alle i € N. Wir schreiben L(7) fur die
Menge aller Laufe in 7.

Ein Lauf in einem Transitionssystem entsteht also durch Ablesen der Kno-
tenbeschriftungen entlang eines unendlichen Pfades. Die Totalitéit garantiert,
dass jeder maximale Pfad unendlich lang ist.

11.4.2 Model-Checking

Das Model-Checking-Problem fiir LTL besteht nun darin, zu einem gegebenen,
totalen Transitionssystem 7 und einer gegebenen LTL-Formel ¢ zu entschei-
den, ob L(T) C L(y) gilt. Dies ist die Formalisierung des folgenden Problems:
Gegeben ist eine Implementierung eines Systems (7) sowie eine Spezifikation
dariiber, wie sich das System verhalten soll (). Es soll nun herausgefunden
werden, ob das System korrekt in Bezug auf die Spezifikation ist oder nicht.
Im Rahmen von LTL—und allen anderen Formalismen, die Mengen unend-
licher Worter definieren—bedeutet Korrektheit in diesem Kontext, dass alle
moglichen Laufe des Systems durch die Spezifikation abgedeckt sind, d.h. es
gibt keinen Lauf im System, der nicht in der Sprache der Spezifikation ist.

Im Folgenden zeigen wir, wie mithilfe der Ubersetzung von LTL in NBAs
das Model-Checking-Problem gel6st werden kann. Intuitiv betrachtet man das
Transitionssystem als NBA, der genau die Sprache aller Liaufe erkennt. Dann
konstruiert man das Produkt aus diesem und einem NBA, der das Komple-
ment der Spezifikation erkennt und testet dieses auf Leerheit, denn es gilt
ACB < AnB=0.

Definition 11.20. Sei 7 = (S,—, 1, \) ein Transitionssystem iiber P und
A=(Q,2%,q,d, F) ein NBA. Wir definieren deren Produkt als NBA T®A :=
(S X Q U {qinit}a {.}7 Jinit Av S X F)v mit

A((s,q),0) = {(s,q')| s — s und ¢’ € 6(q, A\(s))}
A(ginie-®) = {(s'.¢') | Is € I.s — s' und ¢’ € 6(qo, A(s))}

Der ausgezeichnete Anfangszustand qjn; wird hier nur eingefiihrt, damit
der resultierende NBA einen einzigen Anfangszustand hat. Da ein Transiti-
onssystem jedoch mehrere haben kann, hétte auch intuitiv das Produkt aus
diesem und einem NBA mehrere Anfangszustiande. Der Zustand i,z wird
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dann so benutzt, dass er das Verhalten aller Paare aus Anfangszustédnden der
beiden Komponenten modelliert.

Lemma 11.21. Sei T ein Transitionssystem und A ein NBA. Dann gilt
L(T ® A) = 0 genau dann, wenn L(T)N L(A) = 0.

Beweis. Ubung,.

Dies liefert einen algorithmischen Zugang zum Model-Checking-Problem.
Ist die Spezifikation als NBA gegeben, so muss dieser komplementiert werden,
und es wird getestet, ob das Produkt aus diesem und der Spezifikation nicht
das Wort e“ erkennt. Komplementierung von NBA ist—wie oben gesehen—
nicht sehr einfach. Ist die Spezifikation jedoch als LTL-Formel gegeben, so ist
dieser Schritt sehr einfach, da Negation in der Logik vorhanden ist.

Satz 11.22. Das Model-Checking-Problem mit Transitionssystem T und LTL-
Formel ¢ lisst sich in Zeit |T|-2°U¢D) entscheiden.

Beweis. Seien T und ¢ gegeben. Betrachte dann —¢. Nach Korollar 11.13
gibt es einen NBA A_, mit L(A-,) = L(A) und |A_,| = 2°U¢D. Somit gilt
IT ® Aoyl = |T]-2°U0¢D und laut Lemma 11.21 gilt L(T ® A-,) # 0 <=
L(T)N L(A-,) # 0. Somit reduziert sich das Model-Checking-Problem auf
das Leerheitsproblem fiir NBA. Dieses ist laut Korollar 9.5 jedoch in linearer
Zeit 16sbar. O







Notizen

Die Automatentheorie auf unendlichen Wortern geht hauptséchlich auf die Ar-
beit J. Biichis von 1962 zuriick [Biic62], in der er endliche Automaten auf un-
endlichen Wortern einsetzte, um ein Entscheidungsverfahren fiir MSO zu ge-
winnen. Dies betrifft insbesondere die hier vorgestellten Sétze 5.13 zur Charak-
terisierung der w-reguléren Sprachen durch das Modell des Biichi-Automaten,
6.8 zum Komplementabschluss dieser Klasse und 6.11 zur Entscheidbarkeit
der MSO. Wie hier auch deutlich wird, ist der Komplementabschluss das
groffite Problem im Entscheidbarkeitsbeweis. Dieses Problem hat noch wei-
ter Aufmerksamkeit auf sich gezogen; so entstanden weitere Beweise fiir diese
Abschlusseigenschaft, u.a. von N. Klarlund [Kla91], A. Sistla, M. Vardi und
P. Wolper [SVW8T], und die hier in Satz 10.16 und dann in Kor. 10.17 ebenfalls
priisentierte Technik mittels alternierender Automaten von O. Kupferman und
M. Vardi [KVO01].

Das Lemma von Konig (Satz 6.1) ist ein klassisches Resultat in der Kombi-
natorik, welches in einer Arbeit von D. Konig gezeigt wurde [Kén27]. Ahnlich
alt ist der ebenfalls berithmte Satz von F. Ramsey [Ram30).

Da die Komplementierung fiir NBA in der Praxis ungleich schwieriger als
die fiir NFA ist, kénnen wir hier auch kein Tool wie MONA fiir MSO vorge-
stellen. Dass es nichts vergleichbares gibt, liegt u.a. daran, dass viele Verfahren
zur Komplementierung von NBA nicht symbolisch mithilfe von BDDs [Bry&6]
implementiert werden kénnen, so wie dies bei den NFAs in MONA gemacht
wird, und dass es auch nicht so gute Minimierungsverfahren fiir NBAs gibt.
Letzteres liegt daran, dass das Finden eines minimalen, zu einem gegebe-
nen NBA #quivalenten komplexitéatstheoretisch schwierig ist. Deswegen geben
existierende Verfahren, wie z.B. das von S. Juvekaar und N. Piterman [JPO6]
den Anspruch der Minimalitédt auf und stellen somit eigentlich nur Heuristi-
ken dar. Ublicherweise basieren diese Verfahren dann auf der Berechnung von
Simulationsrelationen.

Die Erfinder der meisten anderen Automatentypen auf unendlichen Wor-
tern sind in deren Namen verewigt: Rabin-Automaten sind nach M. O. Rabin
benannt, Streett-Automaten nach R. S. Streett und Muller-Automaten nach
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D. E. Muller [Mul63]. Die Paritétsbedingung bildet dabei eine Ausnahme—sie
wurde von A. Mostowski erfunden [Mos84].

Die Safra-Konstruktion wurde 1988 von S. Safra in einer viel beachteten
Arbeit vorgestellt [Saf88] und ist auch in seiner Dissertation schén aufbe-
reitet [Saf89]. Der Grund dafiir, dass seine Arbeit soviel Anklang gefunden
hat, ist der, dass sie eine verwendbare Konstruktion liefert. R. McNaughton
hatte 1966 bereits zeigen kénnen, dass jede w-reguldre Sprachen von einem de-
terministischen Muller-Automaten erkannt wird [McN66]. Sein Beweis liefert
jedoch kein Verfahren, um den DMA aus einem gegebenen NBA zu konstru-
ieren. Dieses Resultat ist auch noch auf andere Weise bewiesen worden, z.B.
von W. Thomas aus dem Jahre 1981 [Tho81]; aber erst durch Safras Beweis
lasst sich der DMA explizit und effizient konstruieren.

Mit der Zeit hat man jedoch gemerkt, dass auch Safras Determinisierungs-
prozedur fiir viele Fille nicht besonders geeignet ist. Dies betrifft Fille, in
denen ein NBA nicht nur determinisiert, sondern auch komplementiert wer-
den muss. Dafiir hat N. Piterman wie hier vorgestellt die Safra-Konstruktion
dahingehend verfeinert, dass sie direkt einen leicht zu komplementieren-
den Parititsautomaten liefert [Pit06]. Ahnliche Verfeinerungen stammen von
D. Kéhler und T. Wilke [KWO08] und S. Schewe [Sch09]. Die hier ebenfalls vor-
gestelle Methode, die den Umweg iiber Muller-Automaten mithilfe der Latest
Appearance Records macht, geht auf Y. Gurevich und L. Harrington zuriick
[GHS2].

Da Determinisierung von NBAs zumindest fiir die Praxis weiterhin nicht
zufriedenstellend gelost ist, sind z.B. O. Kupferman und M. Vardi dazu iiber-
gegangen, die Determinisierung in gewissen Anwendungsfillen, insbesondere
bei logischen Entscheidungsverfahren, zu umgehen [KV05].

Die oberen Schranken, die man fiir die Komplementierung einer w-reguléren
Sprache {iber die hier vorgestellten Determinisierungsprozeduren erhélt, sind
fast optimal. Die in Bsp. 8.15, Satz 8.16 und Kor. 8.17 gegebenen unteren
Schranken fiir die Komplementierung und Determinisierung von NBA wur-
den von M. Michel [Mic88] gefunden. Detailliert aufgeschrieben ist der Beweis
bei W. Thomas [Tho97], siche auch C. Lédings Arbeit [L6d99)].

Satz 9.3 war lange Zeit unbewiesen, d.h. es war nicht bekannt, wie man die
Zerlegung eines Graphen in starke Zusammenhangskomponenten in linearer
Zeit berechnen konnte. Erst E. Tarjan hat 1972 ein Verfahren vorgestellt, wel-
ches auf zwei aufeinanderfolgenden Tiefensuchen beruht und dieses Problem
16st [Tar72].

Das Ramsey-basierte Entscheidungsverfahren fiir die Universalitdt von
NBA wurde zunichst von C. Lee, A. Ben-Amram und N. Jones fiir den
Spezialfall der Size-change Terminationsanalyse verwendet [LJBAO1]; aller-
dings enthélt auch Safras Dissertation dhnliche Ideen im Zusammenhang mit
Streett-Automaten. Die allgemeine Verwendung fiir das NBA-Universalitéits-
problem wurde von S. Fogarty und M. Vardi beschrieben [FV10]. Die Metho-
de von Jones et al. l4sst sich auch auf Paritétsautomaten anwenden [DHLOG].
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Das Konzept der Alternierung wurde im Rahmen allgemeiner Turing-
Maschinen und der Komplexititstheorie von A. Chandra, D. Kozen und
L. Stockmeyer erfunden [CKS81]. Alternierende, endliche Automaten wur-
den dann insbesondere von D. Muller und P. Schupp einerseits [MS87] und
von M. Vardi und O. Kupferman andererseits untersucht [KVO01]. Von die-
sen stammt auch die hier préisentierte Analyse iiber gedéchtnislose Liufe ei-
nes ABA. Die dort verwendeten Techniken wurden von ihnen auflerdem auch
schon frither benutzt, um eine Verbindung zwischen alternierenden Automa-
ten auf Wortern und nichtdeterministischen Baumautomaten, um die es in
den néchsten zwei Teilen des Buchs geht, darzulegen [KV98].

Die Konstruktion im Beweis von Satz 10.7, die einen ABA in einen NBA
tibersetzt, wurde 1984 von S. Miyano und T. Hayashi vorgestellt [MH84] und
ist deswegen auch als Miyano-Hayashi-Konstruktion bekannt.

Die hier vorgestellte Komplementierung eines NBA mittels Alternierung
von O. Kupferman und M. Vardi liefert zwar eine asymptotisch nicht op-
timale obere Schranke an die Grofie der resultierenden Automaten. Sie hat
jedoch den Vorteil, dass sie leichter symbolisch implementiert werden kann
[KC09], da die Zustédnde der resultierenden Automaten nur aus Mengen von
Paaren bestehen, wiahrend die bekannten Verfahren, die auf Determinisierung
beruhen, mit Safra-Bdumen arbeiten, die sich nicht so leicht mittels BDDs
reprasentieren lassen.

Schwache Automaten sind eine Erfindung von D. Muller, A. Saoudi und
P. Schupp [MSS88], wobei diese allerdings die folgende offensichtlich dquiva-
lente Definition zugrunde legen: Die Funktion @ : @ — {0,...,n — 1} muss
so beschaffen sein, dass wenn ®(q) = @(¢’), dann ¢ € F < ¢ € F gilt.
Schleifenfreie, alternierende Automaten wurden von C. Loding und W. Tho-
mas definiert [LT00]. Aus dieser Arbeit stammt auch die hier priisentierte
Ubersetzung eines VWABA in eine LTL-Formel.

In diesem Buch haben wir erststufige Logik nicht explizit auf unendlichen
Wortern betrachtet. Man kann jedoch genauso wie auf endlichen Wortern die
Klasse der FO-definierbaren Sprachen algebraisch als die stern-freien Spra-
chen charakterisieren. Dies wurde von W. Thomas gemacht [Tho79]. Eine
interessante Frage in diesem Zusammenhang ist, wie sich LTL und FO zu-
einander verhalten. Der Beweis, dass LTL-definierbare Sprachen auch FO-
definierbar sind, ist trivial. Umso schwerer ist es, die Riickrichtung zu zeigen.
Dies wird oft als Kamps Theorem bezeichnet, zu finden in dessen Disserta-
tion [Kam68]; jedoch hat H. Kamp “nur” gezeigt, dass FO iiber gewissen,
linearen Strukturen in LTL mit Vergangenheitsoperatoren iibersetzt werden
kann. Dies ldsst sich mit D. Gabbays Separationssatz [Gab89] kombinieren,
welches dann jede Formel dieser erweiterten Logik in eine normale LTL-
Formel tiberfiihrt. Einen direkten Beweis der LTL-Definierbarbeit von FO-
definierbaren Sprachen findet man bei D. Gabbay, A. Pnueli, S. Shelah und
J. Stavi [GPSS80]. Einen guten Uberblick iiber FO-Definierbarkeit auf endli-
chen und unendlichen Woértern sowie alternativen Charakterisierungen findet
man bei V. Diekert und P. Gastin [DGO0S].
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Die Fixpunkttheorie hinter den temporalen Operatoren ist hier nur am
Rande, genauer gesagt bei der Argumentation im Beweis von Satz 11.17 an-
gerissen worden. Einen besseren Uberblick iiber die Zusammenhiinge zwischen
Fixpunkten monotoner Gleichungen und Iterationsverfahren zum Bestimmen
dieser Fixpunkte bieten verschiedene Lehrbiicher [DP02, Win93]. Die Theorie
von Fixpunkten monotoner Gleichungen geht auf fundamentale Arbeiten von
B. Knaster und A. Tarski zuriick [Kna28, Tar55].

Der Zusammenhang zwischen LTL und NBA wurde zuerst von P. Sistla,
M. Vardi und P. Wolper [SVW83, VW94] beschrieben. Die hier priisentierte
Ubersetzung ist zwar konzeptuell simpel, aber in der Praxis nicht besonders
gut. Aus diesem Grund hat es eine Vielzahl von weiteren Arbeiten zur Uberset-
zung von LTL-Formeln in Biichi-Automaten gegeben, so z.B. von F. Somenzi
und R. Bloem [SB00], P. Gastin und D. Oddoux [GOO01], D. Giannakopoulou
und F. Lerda [GL02], etc.

Das Thema der Programmverifikation mittels Model-Checking wird in zwei
Biichern von E. Clarke, O. Grumberg und D. Peled [CGP99] sowie von C. Bai-
er und J.-P. Katoen [BKO08| sehr vertieft behandelt. Letzteres enthilt auch
viele brauchbare Ubungsaufgaben zu diesem Thema.

Als generelle Literatur zu den Themen, die in diesem Teil des Buchs
behandelt werden, empfehlen sich die Handbuch-Artikel von W. Thomas
[Tho90, Tho97] und zwei Sammelbénde: ein von E. Gréddel, W. Thomas
und T. Wilke ediertes mit viel grundlegendem Material aus dem Jahr 2002
[GTWO02], sowie die von J. Flum, E. Gridel und T. Wilke herausgegebene
Festschrift zu Ehren W. Thomas’ aus dem Jahr 2007 mit viel Ubersichtsma-
terial [FGWO7].



Ubungsaufgaben

Ubung 36. In Analogie zu den reguliiren Ausdriicken endlicher Worter lassen
sich auch sogenannte w-regulidre Ausdriicke definieren. Dazu erweitert man
zunéchst einmal die Syntax regulidrer Ausdriicke um einen Operator - fiir die
unendliche Iteration:

a = PlalaVUa|aala™|a®

wobei ¢ € Y. Die Sprache L(a) wird auf natiirliche Art und Weise wie bei

reguliiren Ausdriicken mit L(a®) = (L(«))% definiert. Beachte, dass somit im

Allgemeinen L(«) C X* U X% gilt, ein w-regulidrer Ausdruck zunéchst einmal

also gemischte Sprachen aus endlichen und unendlichen Wértern beschreibt.
Zwei w-reguldre Ausdriicke sind #dquivalent, geschrieben o = f, falls

L(a) = L(B).

a) Definiere rekursiv iiber den Aufbau w-regulérer Ausdriicke eine Boole’sche
Funktion contains., so dass contains.(«) = true gdw. ¢ € L(«).

b) Zeige durch Verwendung geeigneter Aquivalenzen wie z.B. a(f U~y) =
af U av, dass jeder w-reguldre Ausdruck dquivalent ist zu einem in der

Form
n—1
YU U o 37
i=0

wobei in 4 und in keinem der a;,; ein -“-Operator vorkommt und
dariiberhinaus € ¢ L(3;) fiir ¢ =0,...,n — 1.

¢) Argumentiere, dass w-regulire Ausdriicke iiber unendlichen Wortern ge-
nau die w-reguléren Sprachen beschreiben.

Ubung 37. Beweise Lemma 5.10.
Ubung 38. Beweise Lemma 5.11.

Ubung 39. Beweise Satz 5.15.
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Ubung 40. Betrachte die folgende Aussage: “Sei A ein NFA, der die Sprache
L erkennt, in der ¢ nicht vorkommt. Wenn man diesen als NBA auffasst, so
erkennt er die Sprache L*.”

a) Finde ein Gegenbeispiel fiir diese Aussage.
b) Zeige, dass diese Aussage wahr ist, wenn A deterministisch ist.

Ubung 41. Seien X, A Alphabete und h : X — A eine Funktion. Man er-
weitert h auf endliche und unendliche Wérter in der iiblichen Weise zu einem
Homomorphismus. Ist L C X% so ist h(L)C A¥. Zeige, dass die Klasse
der w-reguldren Sprachen unter Homomorphismen und inversen Homomorp-
hismen abgeschlossen ist.

Ubung 42. Gegeben sei ein endlicher Satz T von quadratischen Kacheln, die
wir uns so vorstellen, dass sie gefarbte Kanten haben. Kacheln lassen sich
jedoch nicht drehen. Zwei Kanten passen zusammen, wenn sie dieselbe Farbe
haben. Formal: Es gilt zwei Relationen H,V C T x T, die beschreiben, welche
Kacheln horizontal nebeneinander bzw. vertikal {ibereinander gelegt werden
konnen.

FEine Féarbung eines Quadranten ist eine Funktion ¢ : N x N — 7', so dass
fir alle (4,7) gilt: (0(i,5),00 +1,7)) € H und (0(,4),0(i,5 +1)) € V. In
anderen Worten: Die Kacheln werden so in der Ebene platziert, dass sie jeweils
horizontal und vertikal zueinander passen.

Eine Farbung einer Teilmenge D C N x N wird in analoger Weise definiert.
Hier miissen die Kacheln horizontal und vertikal passen, wenn sie in D liegen.
Wir interessieren uns insbesondere fiir Quadrate D,, = {0,...,n}x{0,...,n}.

Zeige nun, dass folgendes gilt. Falls jedes Quadrat D,, mit T" gefarbt werden
kann, dann kann auch der gesamte Quadrant N x N mit 7" gefarbt werden.

Hinweis: Ordne die Farbungen der Quadrate in einem endlich-verzweigen-
den, aber unendlichen Baum an. Benutze dann das Lemma von Koénig, um
eine Farbung des Quadranten zu konstruieren.

ﬁbung 43. Gib induktive Definitionen fiir die Relationen —— und ——¢, fiir
einen festen NBA A an.

Ubung 44. Konstruiere explizit einen NFA fiir die im Beweis von Lemma 6.4
benutzten Sprachen L‘;‘f‘q, basierend auf dem NBA A = (Q, X, qo,d, F) mit

7.4 € Q.
Ubung 45. Fiihre den Beweis von Lemma 6.5 aus.

Ubung 46. In Analogie zu der in Abschnitt 2.2.3 eingefithrten Logik WEM-
SO lésst sich auch MSO auf existentielle, zweitstufige Quantoren beschréanken.
Die so resultierende Logik nennen wir EMSO. Zeige oder widerlege: Eine Spra-
che unendlicher Worter ist MSO-definierbar genau dann, wenn sie EMSO-
definierbar ist.

Ubung 47. Beweise Satz 7.5.
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Ubung 48. Beweise Lemma 7.6.

Ubung 49. Sei A = (Q, X, qo, 0, 2) ein NPA. Die Menge der in A verwende-
ten Prioritéten ist

Prios(A) = {2(q) ¢ € Q}.

Zeige, dass es zu jedem NPA A einen édquivalenten NPA A’ mit gleichem Tran-
sitionsgraphen gibt, so dass Prios(A’) ein geschlossenes Intervall der Form
{m,m+1,m+2,...,k} fiir ein k € N gibt, wobei m = 0 oder m = 1.

Ubung 50. Beweise Satz 7.11.
Ubung 51. Beweise Satz 7.13.

Ubung 52. Formuliere die in Bsp. 8.1 genannte Bedingung jeweils als Streett-
und Muller-Bedingung, so dass der dort gezeigte Automat mit diesen Akzep-
tanzbedingungen jeweils zu einem Streett- bzw. Muller-Automat wird, der die
dort genannte Sprache akzeptiert.

Ubung 53. Sei A ein NPA bzw. ein NSA. Definiere jeweils einen #quivalenten
NMA derselben Grofe. Lisst sich dessen Index in Abhéngigkeit von der Grofie
und des Index von 4 abschétzen?

Ubung 54. Seien L; und Ly zwei w-reguliire Sprachen, die je von einem
Muller-Automaten A; und Ay mit m bzw. n Zustinden erkannt werden. Zei-
ge, dass es einen Muller-Automaten A4 mit hochstens m x n vielen Zustdnden
gibt, der die Sprache L; N Ly erkennt.

Hinweis: Achte besonders auf die Akzeptanzbedingung.

Ubung 55. Beweise Satz 7.21.
Ubung 56. Beweise Satz 7.23.

Ubung 57. Erkliire, wie die Klassen der von deterministischen Biichi- und
von nicht-deterministischen co-Biichi-Automaten erkannten Sprachen men-
gentheoretisch zueinander liegen und wie sich die eine Klasse mengentheore-
tisch aus der anderen ergibt.

Ubung 58. Zeige, dass es zu jedem NBA A der Grofe n und NcoBA A’
der Grofle n’ einen NPA B der Gréfie n - n' und vom Index 3 gibt, so dass
L(B)=L(A)NL(A").

Ubung 59. Beweise Satz 7.22. Hinweis: Dazu lisst sich die Miyano-Hayashi-
Konstruktion aus Satz 10.7 verwenden.

Ubung 60. Beweise Satz 8.3.

Ubung 61. Betrachte den folgenden NBA A iiber dem Alphabet ¥ =
{a,b,#} (es handelt sich um eine Variante von A, aus Bsp. 8.15).
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a,b, #

a) Gib den Lauf des deterministischen Muller-Automaten A’, der mittels
der Safra-Konstruktion aus A entsteht, auf dem Wort (ab#)“ an.
b) Wiederhole die vorherige Teilaufgabe fiir das Wort (ab#ba#)%.

Hinweis: Konstruiere nur die fiir den jeweiligen Lauf benotigten Safra-Baume,

einen nach dem anderen.

Ubung 62. Zeige, dass der im Beweis von Satz 8.21 konstruierte DPA die
Sprache Lz erkennt.

Ubung 63. Beweise Korollar 8.22.

Ubung 64. Zeige, dass sich das Universalitéitsproblem fiir deterministische
Streett-Automaten mit n Transitionen und Index k in Zeit O(nk) 16sen lésst.
Hinweis: Verwende Satz 9.4.

Ubung 65. Wende den Algorithmus STAUX auf den folgenden Graphen mit
der Streett-Bedingung

F = {({1}’{4’5})7 ({7’8}’{2’3})’ ({4}7{6})}

arll.

Ubung 66. Bestimme die jeweils auf die Variablen z, y, und z groSten In-
stanzen von der Funktion f aus dem Bsp. 9.19, die noch definiert sind.

Ubung 67. Fithre die im Beweis von Satz 9.16 skizzierte Konstruktion im
Detail aus.

Ubung 68. Teste mit dem oben angegebenen Verfahren, ob das folgende Pro-
gramm fiir alle Variablenbelegungen terminiert.

f(.’E, Y, Z) = f({E, T,z — 1)7 g(zv Y, LE)

g(x, Y, Z) = f(l‘, Yy — 17 Z)a h(Z, €z, y)

h(xa Y, Z) = f(l‘ - 17 Y, Z)
Gib auch jeweils die NBAs fiir die Sprachen L, und Lieym an.
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Ubung 69. Beweise Satz 9.20.

Ubung 70. Gib jeweils ein Verfahren an, welches das Leerheitsproblem und
das Universalitatsproblem fiir ABAs und AcoBAs 16st. Schétze auch die Lauf-
zeit des Verfahrens in Abhéngigkeit der Anzahl der Zusténde des Eingabeau-
tomaten ab.

Lassen sich diese Verfahren effizienter gestalten, wenn das Eingabealpha-
bet nur aus einem Symbol besteht?

Ubung 71. Gib jeweils ein Verfahren an, welches das Wortproblem fiir end-
lich repriisentierte Worter der Form uv” mit u € X*, v € X7 und ABAs bzw.
AcoBAs 16st. Schitze auch die Laufzeit dieser Verfahren in Abhéngigkeit der
Anzahl der Automatenzustinde und der Gréfien von v und v ab.

Ubung 72. Sei L := {w € {a,b}* | |w|, < co}.
a) Konstruiere einen NBA A, so dass L(A) = L gilt.
b) Konstruiere aus A einen AcoBA A, so dass L(A) = {a,b}* \ L gilt.

c¢) Wandele den AcoBA A in einen WABA A’ nach dem Verfahren aus Ab-
schnitt 10.2 um. Schétze dazu die obere Schranke an den Rang eines Kno-
tens in einem Lauf von A mit Reihung moglichst gut ab.

d) Gib einen Lauf des NBA A" auf dem Wort

ab’ab'ab’aba - - - = aababbabbbabbbba - - -

an, welcher aus A’ mithilfe der Konstruktion in Satz 10.7 entsteht.

Ubung 73. Gib einen Lauf des AcoBA A = (Q, ¥, qo,, F) auf dem Wort
aa(b)® an, wobei Q = {qo,q1,q2}, ¥ = {a,b}, F = {qo,q2}, und die Uber-
gangsfunktion gegeben ist durch §(qo, @) = qo A q1, 6(q0,b) = qo, 6(q1,a) = ¢a,
0(q1,b) = qo, 0(g2,a) = q2, 0(g2,b) = ¢1 A g2, und bestimme eine Reihung fiir
diesen Lauf.

Ubung 74. Finde eine unendliche Familie A,, von alternierenden co-Biichi-
Automaten mit jeweils n Zustinden sowie Worter w,,, so dass A,, einen akzep-
tierenden Lauf auf w, hat, und in einer Reihung dieses Laufs mindestens
n verschiedene Zahlen vorkommen.

Ubung 75. Konstruiere einen VWABA, der die Sprache
L = {we{a,b,c}* | w enthélt unendlich viele Teilworter aus (a*b)*c}
erkennt.

Ubung 76. Gib LTL-Formeln an, die die folgenden Sprachen iiber X = 2{r.a}
definieren, wobei a = 0, b = {p}, ¢ = {q} und d = {p, ¢}.

a) a*b*c* X

b) (atbTctdT)¥
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c){w € X¥ | |wl, = 00 = |w|p = o0}
d) (Z*aX*pX*c)¥
e) {w € X% | zwischen je zwei d’s in w kommt mindestens ein ¢ vor }

Ubung 77. Beweise das Analogon zu Lemma 11.7 fiir den G-Operator, ohne
diesen mit Negationen auf das U zuriickzufiithren: Fiir alle ¢ gilt Gp = ¢ A

OGep.

Ubung 78. Formalisiere die folgenden Aussagen in LTL und konstruiere auch
jeweils einen NBA, der genau die Worter, die die jeweiligen Figenschaften
haben, erkennt.

a) Im néchsten Zeitpunkt, in dem ¢ gilt, gilt auch p.

b) Solange wie ¢ gilt, gilt auch p.

¢) Jedesmal, wenn ¢ gilt, galt irgendwann davor einmal p.
d) ¢ gilt nur endlich oft.

Ubung 79. Welche der folgenden LTL-Formeln sind allgemeingiiltig? Be-
griinde jeweils die Antwort. Gib bei den nicht-allgemeingiiltigen Bi-Implika-
tionen auch an, welche der beiden Implikationen jeweils gelten.

a) Go A Gy <> G(p A1) f) FGp <> GFo

b) Fo VFY < F(p V) g) GFGy +» FGFp

¢) Gp V Gy > G V 1)) h) GFGyp <+ FFGy

d) Fo ANFY < F(p A1) 1) OWU(e AY)) VGO Y < (Op)R(OY)
e) (Gp = Fy) ¢ @U(Y V =) ) (@U)Ux < x V (9 V )U(y A Ox))

Ubung 80. Konstruiere einen akzeptierenden Lauf des (G)NBA, der durch
die oben vorgestellte Konstruktion aus der LTL-Formel G(pU-p) entsteht, auf
dem Wort bba(ab)®, wobei a = {p}, b=10

Ubung 81. Konstruiere einen GNBA, der #quivalent ist zu der LTL-Formel
v = G((FO q)U—q). Hinweis: Zur Vereinfachung kann man sich bei den Zu-
standen auf minimale (bzgl. C) Hintikka-Mengen beschranken.

Ubung 82.S¢i n > 1, P = {q1,...,¢,} und L, = {ag, a1,... | Vi =
1,...,n:3j € Nmit ¢; € a;}.

a) Gib LTL-Formeln ¢, an, so dass L(y,) = L,, und |@,| = O(n).

b) Gib NBAs A,, an, so dass L(A,) = L,, gilt.

¢) Zeige, dass jeder NBA A, fiir den L(A) = L,, gilt, mindestens 2" viele
Zusténde hat. Hinweis: Konstruiere 2" viele verschiedene Worter, die alle
in L, liegen, so dass A jedoch nach einer festen Anzahl von Schritten in
akzeptierenden Laufen auf diesen Wortern jeweils verschiedene Zusténde
einnehmen muss, da sich ansonsten auch ein Wort konstruieren liefe, wel-
ches nicht in L,, liegt, aber von A akzeptiert wird.
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Ubung 83. Beweise die Korrektheit der Konstruktion eines VWABA aus ei-
ner LTL-Formel (Satz 11.16). Hinweis: Fiir die eine Richtung zeige durch
Induktion iiber den Formelaufbau, dass w,i |= ¢ genau dann gilt, wenn Ay
das i-te Suffix von w beginnend in Zustand g, akzeptiert.

Ubung 84. Sei ¢ eine LTL-Formel iiber einer endlichen Menge P von Propo-
sitionen. Die Formel ¢’ entstehe aus ¢ dadurch, dass jede Proposition p durch
die charakteristische Formel xy,) ersetzt wird.

Zeige oder widerlege jeweils

a) Ist @ erfiillbar, so ist auch ¢’ erfiillbar.
b) Ist ¢ unerfiillbar, so ist auch ¢’ unerfiillbar.

Ubung 85. Beweise Lemma 11.21.

Ubung 86. Gib direkt eine ?Jbersetzung von VWABAs in GNBAs an. Hin-
weis: Orientere dich an den Ubersetzungen von VWABA nach LTL und von
LTL nach GNBA.
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Endliche Baume
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Automaten auf endlichen Baumen

Am Anfang des vorherigen Kapitels haben wir gesehen, dass sich ein Wort als
eine Menge von Positionen mit einer Nachfolgerfunktion auffassen lidsst. Dies
kann man in natiirlicher Weise auf mehrere Nachfolgerfunktionen erweitern.
So erhélt man eben Biume, die in der Informatik mindestens so eine wichtige
Rolle wie Worter spielen, siehe z.B. Parse-Béume kontext-freier Grammatiken,
abstrakte Datentypen, XML-Dokumente, etc.

Ebenso kann man Automatentheorie auf Bdumen betrachten. Zur Erinne-
rung: Eine Sprache war bisher lediglich eine Menge endlicher oder unendlicher
Worter. Genauso kann man Baumsprachen als Mengen von Bédumen betrach-
ten und sich z.B. wiederum fragen, welche Mengen von Bdumen mit endlichen
Automaten erkannt werden koénnen. Dafiir muss man natiirlich das Modell
des Automaten auf Wortern entsprechend erweitern, so dass Automaten auf
Bédumen arbeiten kénnen.

In diesem Teil des Buchs betrachten wir—in Anlehnung an die Teile iiber
Worter—zunéchst nur endliche Bédume. Im nachfolgenden Teil geht es dann
um unendliche Baume. Wir definieren zunéchst Baumautomaten und bewei-
sen einige automatentheoretische Resultate, bevor wir dann im néchsten Ka-
pitel einige Anwendungen derselben kennenlernen.

12.1 Top-down vs. Bottom-up

Obwohl intuitiv klar ist, was ein endlicher Baum ist, geben wir zunéchst eine
rigorose Definition an.

Definition 12.1. Ein endlicher Baum ist eine endliche Teilmenge 7' von N*,
fiir die folgendes gilt.

e Ist wn €T fir ein w € N* und ein n € N, dann ist auch w € T.
e Ist n>0undist wn € T, dann ist auch w(n —1) € T

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_12, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Die erste Bedingung sorgt dafiir, dass zu jedem Knoten im Baum auch der
Vaterknoten dazugehort. Die zweite Bedingung sorgt dafiir, dass die Schne
eines Knoten ohne Liicken durchnummeriert sind. So ist jeder Knoten im
Baum leicht anhand seines Namens zu finden. Dieser kodiert ndmlich einfach
den Weg von der Wurzel zu sich. Z.B. gelangt man zum Knoten 3 4 19 0 2,
indem man von der Wurzel aus zum vierten Sohn, von dort zum fiinften, dann
zum zwanzigsten, zum ersten und zum dritten geht.

Der folgende grafisch reprisentierte Baum entspricht also der Menge

{£,0,1,00,01,10,11, 12,010,011}

Definition 12.2. Im folgenden ist X' wie {iblich ein endliches Alphabet, aber
dieses Mal mit einer Funktion sty : X — N, die jedem Symbol eine Stelligkeit
zuordnet. Ein X'-Baum mit Domain dom(t) = T ist eine Abbildung ¢ : T — X,
so dass fiir alle Knoten w € T', alle Symbole a € X und alle Richtungen n € N
gilt: ¢(w) = a und st(a) = n genau dann, wenn fiir alle i € N gilt: wi € T
= 1< n.

Sei X, :={a € ¥ | stx(a) =n} und Ty die Menge aller X-Baume.

Diese Definition besagt also lediglich, dass ein Knoten, an dem das Sym-
bol a steht, genau st(a) viele Nachfolger hat. Es ist also nicht méglich, zwei
Knoten mit derselben Beschriftung, aber unterschiedlich vielen Nachfolgern
in einem Baum zu finden. Im folgenden sprechen wir auch einfach nur von
Baum, wenn eigentlich X-Baum gemeint ist. Ist das Alphabet X' durch den
Kontext eindeutig bestimmt, so schreiben wir auch einfach nur st statt sty
fiir die dazugehorige Stelligkeitsfunktion.

Béume sind hier endlich-verzweigend, nicht nur, weil sie sowieso nur end-
lich sind, sondern auch, weil die Stelligkeitsfunktion des Alphabets nur endlich
viele Nachfolgerknoten zulésst.

Beispiel 12.3. Sei X = {+,%,—,0,1,-} mit st(+) = st(x) = st(-) = 2, st(—) =
1 und st(0) = st(1) = 0. Der arithmetische Ausdruck —(7*3) 4 (—4+9) ldsst
sich in bindrer Kodierung z.B. wie in Abbildung 12.1 als X-Baum modellieren.

Wie oben bereits erwihnt, sind Baumsprachen einfach nur Mengen von
Biaumen. Wir werden nun zwei Automatenmodelle kennenlernen, mit deren
Hilfe Baumsprachen erkannt werden konnen. Die Unterschiede in den zwei
Modellen sind den B#iumen geschuldet. Endliche Worter werden intuitiv
immer “von links nach rechts” von einem endlichen Automaten verarbeitet.
Dies liegt aber nur daran, dass ein endliches Wort “von rechts nach links”
genauso aussieht, es also keinen Unterschied in den Richtungen gibt.
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Abb. 12.1. Ein arithmetischer Ausdruck als endlicher Baum.

Bei endlichen Béumen gibt es nun zwei Moglichkeiten, diese mithilfe von
Automaten zu verarbeiten: von oben nach unten oder umgekehrt. In der Rich-
tung von oben nach unten wird von einem Knoten auf moéglicherweise mehrere
geschlossen, in der umgekehrten Richtung wird die Information aus mehreren
Knoten auf einen iibertragen. Wir werden sehen, dass sich diese Unterschiede
auch in der Theorie der entsprechenden Automaten wiederfinden lassen.

Definition 12.4. Ein Bottom-Up-Baumautomat (BUBA) ist ein A = (Q, X,
0, F') mit

endlicher Zustandsmenge @,
Alphabet X' mit Stelligkeitsfunktion sty
Transitionsrelationen § = {d, | @ € ¥} wobei d, : Q" — 29, falls stx(a) =
n?
e Endzustandsmenge F' C Q.

Ein Lauf von A auf einem X-beschrifteten Baum ¢ ist eine Abbildung r :
dom(t) — @, so dass fiir alle w € dom(t) gilt: r(w) € §,(r(w0),...,r(w(n —
1))) mit a = t(w) und n = st(a).

Solch ein Lauf heilt akzeptierend, falls r(e) € F'. Wie tiblich definieren wir
L(A) C Tx als die von A akzeptierte (Baum-)Sprache, also die Menge aller
Y)-Baume, auf denen es einen akzeptierenden Lauf von A gibt.

Ein BUBA beschriftet also die Knoten eines Baums mit Zusténden. Er
fingt bei den Blattern an und hort an der Wurzel auf. Es mag auf den ers-
ten Blick verwunderlich ansehen, dass ein BUBA keine expliziten Anfangs-
zusténde hat. Diese sind jedoch einfach in der Transitionsrelation gelistet. Sei
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a € X mit st(a) = 0. Dann ist 6, : Q° — 2%, also §, C Q. Somit beschriftet die
Transitionsrelation die Blétter eines Baums mit Zustdnden ohne Riickgriff auf
darunterliegende Zusténde, die es natiirlich auch gar nicht gibt. Der einzige
prinzipielle Unterschied zu Wortautomaten besteht darin, dass die Zusténde
an den Blittern, die also den Anfangszustéinden in Liufen auf Wortern ent-
sprechen, in Abhéngigkeit von dem Symbol am Blatt vergeben werden. Dies
ist aber bei genauerem Hinsehen doch kein Unterschied zu den Wortautoma-
ten. Ein Lauf eines Wortautomaten auf einem Wort der Lénge n ist selbst ein
Wort der Lange n + 1. Ein Lauf eines BUBA auf einem Baum der Hohe n ist
jedoch auch ein Baum der Hohe n. Somit entsprechen die Zustinde an den
Bldttern eher den Nachfolgern des Anfangszustand in einem Lauf auf einem
Wort. Diese sind natiirlich abhéingig vom Symbol am Anfang des Worts. Man
konnte zwar genauso einem BUBA einen designierten Anfangszustand geben,
jedoch macht dies die Definition eher komplizierter, da dann die Stelligkeit der
Transitionsrelation an den Blédttern nicht mit der Stelligkeit der Knoten iiber-
einstimmen wiirde, und man so stindig Fallunterscheidungen machen miisste.

Beispiel 12.5. Sei X = {V,A,—, T, L} mit st(V) = st(A) =2, st(—=) = 1 und
st(T) = st(L) = 0. Damit lassen sich offensichtlich variablen-freie Boole’sche
Ausdriicke als Baumsprache kodieren.

Die Sprache aller Boole’schen Ausdriicke, die unter den iiblichen Regeln

fiir Konjunktionen und Disjunktionen zu T auswerten, ist BUBA-erkennbar.
Ein BUBA fiir diese Sprache ist A = ({0,1}, 2,4, {1}) mit

61() =10},

6T() = {1}7

6-(0) = {1}, 6-(1) = {0},

ov(q1,92) = {q}, falls ¢ = max{qi, g2},
5/\((117(]2) = {q}a falls q= min{Q17Q2}~

Dieser Automat hat sogar noch eine besondere Eigenschaft: Er ist deter-
ministisch.

Definition 12.6. Ein BUBA A = (Q, X, 6, F) ist deterministisch (DBUBA),
wenn fiir alle ¢ € ¥ und ¢y, ..., q, € Q mit n = st(a) gilt: [04(q1,-..,¢.)| = 1.

Eine interessante Frage ist wie bei Wortautomaten die, ob die determi-
nistische Variante dieser Automaten genauso méchtig ist wie die nichtdeter-
ministische. Die Antwort ist ja. Die Ubersetzung eines BUBA in einen de-
terministischen BUBA (DBUBA) wird einfach durch die tibliche Potenzmen-
genkonstruktion geleistet. Diese muss nur technisch an die Gegebenheit, dass
Tupel von Zustédnden statt nur einzelne Zustdnde abgebildet werden, ange-
passt werden.

Satz 12.7. Eine Baumsprache wird von einem BUBA genau dann erkannt,
wenn sie von einem DBUBA erkannt wird.

Beweis. “<” Trivial. “=” Ubung.
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Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Klasse der von BUBA erkannten
Sprachen unter Vereinigungen abgeschlossen ist, da Nichtdeterminismus zur
Verfiigung steht. Die Aquivalenz zum deterministischen Modell liefert dann
wieder eine weitere wichtige Abschlusseigenschaft, ndmlich der unter Komple-
menten.

Korollar 12.8. Die Klasse der von BUBA erkannten Baumsprachen ist unter
Komplement abgeschlossen.

Beweis. Man vergewissere sich, dass durch Vertauschen von End- und Nicht-
endzustidnden in einem DBUBA die erkannte Sprache komplementiert wird.
O

Nun wenden wir uns dem zweiten Automatenmodell zu, welches Baume
von oben nach unten verarbeitet.

Definition 12.9. Ein Top-Down-Baumautomat (TDBA) ist ein A = (Q, X,
Go,0) mit

endlicher Zustandsmenge @,

Alphabet X' mit Stelligkeitsfunktion sty,

Anfangszustand ¢ € Q,

Transitionsfunktionen § = {6, | a € X}, wobei 6, : Q — 29", falls
stx(a) = n.

Ein TDBA heifit deterministisch (DTDBA), falls |d,(¢)| = 1 fiir alle a € X
und alle g € Q.

Wie bei Automaten auf Wortern erlauben wir DBUBAs und DTDBAs
auch, dass sie zu einem Zustand oder Tupel von Zusténden keinen Nachfolger
in der Transitionsfunktion haben. Durch simples Hinzufiigen eines Dummy-

Zustands konnen solche Automaten wieder in die Form gebracht werden, die
von Def. 12.6 und 12.9 fiir DBUBAs und DTDBASs eigentlich verlangt wird.

Definition 12.10. Ein Lauf eines TDBA A = (Q, X, qo, 9) auf einem Baum
tist ein 7 : dom(t) — @ mit

e (&) = qo,
o (r(w0),...,r(w(n —1))) € da(r(w)) fiir alle a € X und alle w € dom(t)
mit t(w) = a, st(a) =n.

Die vom TDBA A erkannte Sprache L(A) ist die Menge aller Bdume, auf
denen es einen Lauf von A gibt.

Hier haben wir also nicht explizit zwischen akzeptierenden und nichtak-
zeptierenden Laufen unterschieden. Der Grund dafiir ist der folgende. Im Spe-
zialfall st(a) = 0 gilt 6(a) C {()}, wobei () das leere Tupel bezeichnet. Diese
Menge hat offensichtlich zwei Teilmengen, die wir der Einfachheit halber mit
true und false identifizieren. Nur dann ist r ein Lauf, wenn fiir alle Blétter
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a gilt 6(r(a)) = true. Somit wird Nichtakzeptanz einfach durch Nichtexistenz
eines Laufs modelliert.

Man konnte alternativ die Transitionsfunktion § auf Symbole mit Stel-
ligkeit > 0 beschranken und dann explizit jedem Blattsymbol eine End-
zustandsmenge zuweisen. Die hier gegebene Présentation hat den Vorteil
groflerer Uniformitdt. Wir fithren allerdings fiir Blattsymbol a die Notation
F(a) ={q | 0a(q) = true} ein.

Beispiel 12.11. Sei ¥ = {a, b, c} mit st(a) = st(b) = 2, st(c) = 0. Die Sprache
L aller Baume, in denen mindestens ein b vorkommt, ist TDBA-erkennbar,
z.B. von dem Automaten A= ({—,+}, %, —,d) mit

ba(=) ={(=4), (+, )} ba(+) = {(+,+)}
dp(=) = {(+,+)} (+) = {(+,+)}
dp(=) = {(+,+)} (+) = {(+,+)}
de(+) = true 0c(—) = false

Dieses zweite Automatenmodell wirft zwei Fragen auf: Gilt bei TDBA
ebenfalls, dass die deterministische Variante ebenso méchtig ist? Sind BUBA
und TDBA gleich miéchtig? Die Antwort auf die erste Frage ist “nein”, auf
die zweite ist sie “ja”.

Satz 12.12. Die folgenden Aussagen sind fiir endliche Baumsprachen L iiber
einem Alphabet X dquivalent.

a) L wird von einem BUBA erkannt.
b) L wird von einem TDBA erkannt.

Beweis. Ubung,.

Die Aquivalenz von TDBA und BUBA beruht darauf, dass Nichtdetermi-
nismus zur Verfiigung steht. Ein TDBA kann z.B. in einem Zustand ¢ einfach
das entsprechende Tupel (g1, ..., qy) erraten, so dass der zu simulierende BU-
BA eine Transition von diesem Tupel zu ¢ gemacht hat. Die Umkehrung funk-
tioniert genauso. Um aus einem TDBA einen BUBA zu oder umgekehrt zu
machen, muss man lediglich die Transitionsrelation umkehren. Sei a € X, fiir
ein n € N. Dann ist die Transitionsrelation J, eines BUBA vom Typ Q™ x Q.
Beachte, dass Q™ x Q ~ @Q x Q™ ist, welches der Typ einer Transitionsrelation
4, eines TDBA ist.

Da BUBA und TDBA also dquivalent sind, ist die gemeinsame Klasse
der von ihnen erkannten Sprachen ein sinnvolles Analogon zur Klasse der
reguliéiren Sprachen endlicher Worter.

Definition 12.13. Eine Baumsprache L C Ty ist reguldr, falls sie von einem
TDBA (oder BUBA) erkannt wird.

Satz 12.14. Es gibt requldre Baumsprachen, die nicht von einem DTDBA
erkannt werden.
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Beweis. Sei X = {a,b,c} mit st(a) = 2 und st(b) = st(c) = 0. Betrachte die
endliche Baumsprache L := {t¢, 1} mit

a a

tg = /\ und t, = /\ .

b ¢ ¢ b
Es ist leicht zu sehen, dass diese von einem TDBA erkannt werden kann.
Angenommen, A = (Q, X, qp,0) ist ein DTDBA mit L(A) = L. Da ¢y €
L(A), gibt es Zustinde ¢1,¢2 € Q mit d,(q0) = {(¢1,42)}, und es muss auch
noch ¢; € F(b) und g2 € F(c) gelten. Da aber auch t; € L(A) ist, gilt ebenfalls
¢1 € F(c) und g2 € F(b). Dann wiirden aber auch die beiden Biume

a a

SN N

b b ¢ ¢

von A erkannt. m|

12.2 Abschlusseigenschaften und Entscheidbarkeit

Wie bei Automaten auf Wortern kann man auch Baumautomaten als Mittel
ansehen, um Logiken, die auf Bdumen interpretiert werden, zu entscheiden.
Dazu ist wiederum das Leerheitsproblem fiir Baumautomaten grundlegend.
Dies fragt, gegeben ein Baumautomat A, ob L(A) = () gilt.

Satz 12.15. Das Leerheitsproblem fiir BUBA mit n Transitionen ist in Zeit
O(n) entscheidbar.

Beweis. Sei A = (Q,X,6,F) ein BUBA. Wir definieren zuniichst Mengen
Ry, Ry, ... C @ induktiv wie folgt.

R() = @
Riy1 = Ry U U {a|3q1,- ., 4st(a) € Ri mit q € alqu, ..., qst(a)) }
acX
R = [JR
ieN

Zunichst behaupten wir, dass L(A) # ) <= RNF # 0 gilt. Fiir die Richtung
“<" lasst sich zu jedem ¢ € RN F induktiv—je nach dem, fiir welches ¢ auch
q € R; gilt—ein Baum der Hohe 4 konstruieren, der von A erkannt wird. Fiir
die Richtung “=" sei t € L(.A) und sei r ein akzeptierender Lauf von A auf
t. Dann kann man leicht zeigen, dass fiir alle Zustéinde ¢ in diesem Lauf, die
an einem Knoten vorkommen, dessen Teilbaum Hohe i hat, gilt: ¢ € R;. Da
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nach Voraussetzung die Beschriftung der Wurzel in F' vorkommt und somit
auch zu R gehort, gilt also ebenfalls RN F # ().

Es ist auflerdem zu beachten, dass Rjg| = R gilt. Da die Folge Ro, R, ...
monoton steigt, muss sie nach spitestens |@| vielen Schritten stabil werden.
Dies liefert ein Verfahren, um in maximal |Q|-|d] vielen Schritten zu entschei-
den, ob L(A) = 0 gilt oder nicht. Man muss jetzt nur noch sehen, dass es
ausreicht, jedes Tupel in der Transitionsrelation ¢ hichstens einmal in dieser
Iteration anstatt in der Berechnung eines jeden R; anzusehen. ad

Da sich BUBA und TDBA laut Satz 12.12 leicht ineinander iiberfithren
lassen, gilt entsprechendes auch fiir TDBA.

Korollar 12.16. Das Leerheitsproblem fiir TDBA mit n Transitionen ist in
Zeit O(n) entscheidbar.

Fiir das Universalitétsproblem kénnen wir wieder die bekannte Reduktion
auf Leerheit mittels dem Komplementabschluss verwenden.

Satz 12.17. Fiir eine requlire Baumsprache L (reprisentiert durch einen BU-
BA oder TDBA) ist das Universalititsproblem entscheidbar.

Beweis. Nach Satz 12.12 kénnen wir davon ausgehen, dass die regulidre Baum-
sprache als BUBA A gegeben ist. Nach Satz 12.7 kann dieser in einen dquiva-
lenten DBUBA A umgewandelt werden, und mit Korollar 12.8 kann dieser zu
einem DBUBA A, also auch einem BUBA komplementiert werden. Nun gilt
wieder einmal

LA =0 <<= LA=0 <= LA="Ts

Somit ist das Universalitdtsproblem auf das Leerheitsproblem zuriickgefiihrt
worden, welches nach Satz 12.15 oder Kor. 12.16 entscheidbar ist. a

FEine weitere, interessante Fragestellung ist das Subsumptionsproblem. Ge-
geben sind zwei Baumautomaten, gefragt ist, ob die Sprache des einen in
der Sprache des anderen enthalten ist. Es gilt ja bekanntermaflen A C B
<= AN B = (. Somit lieBe sich auch dieses Problem auf das Leerheits-
problem zuriickfithren, wenn reguldre Baumsprachen unter Schnitten abge-
schlossen wéren. Dies ist ebenfalls der Fall und folgt natiirlich sofort aus
Korollar 12.8 mit der Bemerkung iiber den Abschluss unter Vereinigungen.
Andererseits kann man dies auch durch eine direkte Konstruktion analog zu
der bei Automaten auf Wortern zeigen.

Korollar 12.18. Die reguldren Baumsprachen sind unter Schnitten abge-
schlossen.

Damit folgt dann natiirlich auch gleich die Entscheidbarkeit des Subsump-
tionsproblems, sowie des verwandten Aquivalenzproblems, zu zwei gegebenen
Automaten zu entscheiden, ob sie dieselbe Sprache erkennen.
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Korollar 12.19. Das Subsumptions- und das Aquivalenzproblem fiir regulire
Baumsprachen ist entscheidbar.

Eine wichtige Konsequenz aus dem Abschluss der regulédren Baumsprachen
unter den Boole’schen Operationen—insbesondere der Komplementierung—
und der Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems ist die Entscheidbarkeit ei-
ner monadischen Logik zweiter Stufe auf endlichen Baumen in Analogie zu
WMSO auf endlichen Wértern. Diese unterscheidet sich iiblicherweise leicht
in der Syntax von WMSO. Formeln der Form x < y machen zunéchst keinen
Sinn. So kann man z.B. ein Funktionssymbol s; fiir jedes i, welches kleiner
ist als die maximale Stelligkeit eines Alphabetsymbols einfiihren. Die Formel
y = s;(x) besagt dann, dass y der (i 4+ 1)-te Sohn des Knoten z ist.

Wir verzichten an dieser Stelle darauf, diese Logik genauer zu betrachten.
Stattdessen werden wir im letzten Teil iiber unendliche Biume wieder auf Mo-
nadische Logik zweiter Stufe zuriickkommen. Wir bemerken allerdings, dass
das in Abschnitt 2.3 betrachtete Werkzeug MONA auch monadische Logik
auf endlichen Bdumen unterstiitzt.
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Anwendungen

In diesem Kapitel behandeln wir zwei Anwendungen von Automaten auf endli-
chen Baumen. Die erste behandelt die Frage, ob zwei Terme eines einfach typi-
sierten A-Kalkiils unter gewissen Kongruenzen gleich sind; die zweite behandelt
die bereits zuvor erwihnten XML-Dokumente als Bdume und erklért, wo Baum-
automaten dabei zum Einsatz kommen konnen. Zum genaueren Verstiandnis
dieses Kapitels ist eine gewisse Vorkenntnis, insbesondere iiber den \-Kalkiil,
evtl. aber auch tiber XML, hilfreich.

13.1 Higher-order Matching

Wir betrachten den einfach typisierten A-Kalkiil. Dies entspricht im Grun-
de einer funktionalen Programmiersprache ohne Rekursion aber mit Typen.
Diese sind durch die folgende Grammatik gegeben.

T n= 0| Tl Tn 2T

Dabei ist o einfach ein beliebiger Basistyp. Der Typkonstruktor — beschreibt
Funktionen mit echten Argumenten.
Wir schreiben 7{* — 75 als Abkiirzung fiir

TlyeoeyT1 —2 T2
———
n Stiick

Als néchstes setzen wir ein Baumalphabet Y voraus, wobei wir Symbole f
der Stelligkeit n mit Funktionen des Typs o™ — o identifizieren. Insbesonde-
re identifizieren wir ein Blattsymbol mit einer Konstanten des Typs o. Wir
wollen nun sog. Matching-Gleichungen dritter Ordnung l6sen, insbesondere
interessieren wir uns fiir die Losungsmenge einer Gleichung

x(81,82,...,8,) =t

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
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wobei s; variablenfreie Terme von Typen der Form 7, = o,...,0 — o sind und
t variablenfreier Term vom Typ o ist. Demgeméf ist « eine Variable vom Typ
Tiy...,Tn — 0. Die Symbole aus X' gelten nicht als Variablen.

Das Gleichheitszeichen versteht sich im Sinne der (n-Gleichheit; das ist
die von den Gleichungen

(Az.ti)ty = t1[x:=to] und Artx =t

wobei im zweiten Fall z nicht in ¢ vorkommt, sowie konsistenter Umbenennung
gebundener Variablen erzeugte Kongruenz.

Beispiel 13.1. Man bestimme alle Terme, die die Gleichung

r(Ay1, y2.91, \y3-f(y3,y3)) = fla,a)

losen. Eine mogliche Losung ist @ = Az1,2z2.22(a), eine andere ist z =
Axy, zo.x1(f(a,a),a). AuBerdem ist © = Axy,xo.x1(xa(x1(x1(a, #), #)), #)
eine Losung, wobei fiir jedes Vorkommen von # ein beliebiger Term eingesetzt
werden kann.

Zur Terminologie: Von einer Matching-Gleichung spricht man, wenn die
gesuchten Unbekannten nur auf der linken Seite der Gleichung vorkommen,
ansonsten liegt ein Unifikationsproblem vor. Die Ordnung der Matchingglei-
chung bezieht sich auf den Typ der Unbekannten.

Wir fithren das Beispiel fort.

Beispiel 13.2. Fassen wir die A-gebundenen Variablen als O-stellige Symbole
auf und das Prifix Axq, ..., x. als einstelliges Symbol, so kénnen wir A\-Terme
mit Baumautomaten verarbeiten. Wir konstruieren einen DBUBA A, der ge-
rade alle schematischen Losungen der gegebenen Gleichungen erkennt.

Neben dem O-stelligen Symbolen a, den 1-stelligen Symbolen zo und
Ax1, T2 sowie den 2-stelligen Symbolen z; und f verwenden wir ein zusétzli-
ches Symbol 0-stelliges #, welches als Platzhalter fiir beliebige Terme fungiert.

Es gibt vier Zusténde qq, qf, 94, gsin. Die ersten beiden entsprechen Teilter-
men der rechten Seite: q, steht fiir a, qf steht fiir f(a,a). Es ist zu beachten,
dass es hier nicht darum geht, Terme syntaktisch zu erkennen. Deswegen wird
der Zustand q; z.B. auch an Stellen angenommen, an denen der Teilbaum
nicht der Term f(a,a) ist. Das zugrundeliegende Problem ist ja, Terme zu
erkennen, die modulo gn-Kongruenz gleich einem gegebenen Term sind. Au-
Berdem haben wir noch den Sonderzustand qy fiir # und gf, um einen Lauf
erfolgreich abzuschliefen. Dieser ist also einziger Endzustand.

Die Transitionsfunktion ¢ ist dann folgendermaflen gegeben.

da() =dqq 07(dardq) = qy
5#() = q# 51’1 (qaa Q#) = da
0z, (ay,q4) = ay dz,(ay)  =ay

Orer 2o (Af) = fin
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Zunichst betrachten wir den Term Az, x2.21(f(a,a),#). Schreibt man
ihn als Baum auf, so lisst sich ein akzeptierender Lauf von A darauf sofort
nach obiger Transitionstabelle konstruieren.

/\1‘17 T2 Afin

1 qar
/N N
/ # ar A
VAN
da da

a a

Ebenso kann man leicht zeigen, dass Axy,xo.x1(xs(x1(x1(a, #), #)), #) ak-
zeptiert wird. Andererseits wird Azy, zo.x2(x1(f(a,a),0)) nicht akzeptiert,
denn A bleibt bei dessen Verarbeitung stecken.

Der Sinn und Zweck des DBUBA A wird durch folgende Uberlegung deut-
lich. Ein Term ¢ mit zwei Variablen x7 und x5 soll einen Lauf von A mit Wur-
zelbeschriftung q4 (bzw. qr) haben genau dann, wenn t[z1 := A\y1, y2.y1, T2 =
Ays.f(ys, y3)] sich zu a (bzw. f(a,a)) reduziert (per Sn-Reduktion). Aufler-
dem ist der Lauf auf t an der Wurzel mit dem Zustand qp beschriftet, falls
sich t[zy := $1, @9 := s3] zu # reduziert. Dies beweist man durch Induktion
iiber ¢, wenn man Sn-Normalform vorausgesetzt.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall einer Matching-Gleichung
‘T(slas% c 'asn) =1

und erkldren, wie man einen Baumautomaten konstruiert, der genau die
Losungen dieser Gleichung erkennt.

Fiir jeden Teilterm w der rechten Seite ¢ fithren wir einen Zustand g, und
dazu noch zwei Sonderzustéinde qx und qfn ein. Die Transitionsregeln sind
die folgenden. Erfolgreicher Abschluss wird durch die Regel

6)\:761,...,1" (qt) = dfin

signalisiert. Wie in obigem Beispiel wird das Auftreten eines nicht weiter zu
spezifizierenden Terms durch den Spezialzustand qx mit der folgenden Regel
signalisiert.

o4() = ag
Falls v = f(uy,...,u,) ein Teilterm der rechten Seite ¢ ist, wobei u;,v # #
gilt, wird die Regel
5f(qu1a--~7qun) = Qo

hinzugenommen. Falls s;(u1,...,u,) = v modulo n-Kongruenz ist, wobei
v # 0, aber vielleicht u; = O ist, so erhalten wir noch die folgende Regel.
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6$i<qu17"~7qun) = qu -

Diese Methode funktioniert fiir beliebige Matching-Gleichungen dritter Ord-
nung, also Gleichungen der Form a(z1,...,x,) = b, wobei x; Variablen dritter
Ordnung sind, etwa mit Typen wie (0 — 0) — o, und a, b variablenfrei sind.

13.2 Baumautomaten und XML

Weitere wichtige Anwendungen fiir Baumautomaten ergeben sich im Bereich
semistrukturierter Daten (XML). Sie werden hier insbesondere zur Typiiber-
priffung (Typen = XML Schemas) von Dokumenten und Transformations-
skripten eingesetzt. Sind solche Transformationsskripten in funktionalem Stil
geschrieben, so kann man eine Kombination von ML-Typiiberpriifung und
Baumautomaten einsetzen, um eine approximative Typpriifung im folgenden
Sinne durchzufiihren:

Gegeben seien Schemas In und Out, sowie ein Transformationsskript P.
Bestétigt die Typiiberpriifung fiir P den Typ In — Out, so liefert P fiir Ein-
gaben des Typs In stets Ausgaben des Typs Out. Es gibt aber Skripten P, die
diese semantische Eigenschaft haben und dennoch von der Typiiberpriifung
zuriickgewiesen werden. Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dass die Typiiber-
priifung recht einfach und gleichzeitig die einsetzbare Programmiersprache
universell ist.

Alternativ kann man eine exakte Analyse erreichen, indem man die er-
laubten Skripten einschréinkt, etwa auf Baumautomaten mit Ausgabe und
gleichzeitig die Analyse komplizierter macht.

Als konkretes Beispiel zeigen wir hier die Programmiersprache XDuce, ei-
ne funktionale Programmiersprache zur Verarbeitung von XML-Dokumenten.
XML-Daten konnen sowohl als Ein- als auch als Ausgabe einer Funktion er-
scheinen. Es gibt aber auch noch andere Datentypen wie Float, String, etc.
Fiir XML-Daten gibt es benutzerdefinierte Typen, die im Wesentlichen den
XML-Schemas entsprechen.

Das folgende ist z.B. eine XDuce-Typdefinition.

type Addrbook = addrbook[Personx]

type Person = person[(Name,Tel?,Email* )]
type Name = name[String]

type Tel = tel[String]

type Email = email[String]

type Addrbook2 = addrbook[Personx*]

type Person = person[(Name,Tel*,Email* )]
type Name = name[String]

type Tel = tel[String]

type Email = email[String]

Ein dazu passendes XML-Dokument—eines mit Typ Addrbook—ist das
folgende.
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<addrbook>
<person>
<name>Haruo Hosoya</name>
<email>hahosoya</email>
<email>haruo</email>
</person>
<person>
<name>Jerome Vouillon</name>
<tel>123-456-789</tel>
<email>vouillon</email>
</person>
<person>
<name>Benjamin Pierce</name>
<email>pierce</email>
</person>
</addrbook>

Dieselbe Typdefinition kann auch als DTD (Document Type Definition)
angegeben werden.

<!DOCTYPE Addrbook
[ <!'ELEMENT addrbook( person*) >
<!ELEMENT person (name, tel?, emailx) >
<!ELEMENT name (\# PCDATA)>
<!ELEMENT tel (\# PCDATA)>
<!ELEMENT email (\# PCDATA)>
1>

Es ist recht einfach, einen Baumautomaten anzugeben, dessen Sprache
gerade die XML-Dokumente des Typs Addrbook sind. Ein kleines Problem
hierbei ist, dass die Symbole in XML, wie addrbook, variable Stelligkeit be-
sitzen. Man kann das dadurch umgehen, dass man alle Symbole nur ein- oder
zweistellig erlaubt und ggf. neue kiinstliche Typabkiirzungen einfiihrt, vgl. die
Chomsky-Normalform kontextfreier Grammatiken. In XDuce werden XML-
Dokumente intern in die feststellige Notation umgerechnet und verarbeitet.
Alternativ kann man auch die Baumautomaten auf die variable Stelligkeit
erweitern.

Die folgende XDuce Funktion iibersetzt nun eine Folge von Adressein-
tragen in ein Telefonbuch. Die gegebenen Typannotate werden automatisch
iiberpriift.

fun mkTelList (val e as (Name,Addr,Tel?)*) : (Name,Tel)* =
match e with
name[val n], addr[val al], tell[val t], val rest

-> name[n], tel[t], mkTelList(rest)

| name[val n], addr([val a], val rest
-> mkTelList (rest)

| O
-> 0






Notizen

Das hier vorgestellte Verfahren zum Entscheiden des Leerheitsproblems fiir
Baumautomaten ist einfach die technische Erweiterung des entsprechenden
Verfahrens fiir endliche Automaten auf endlichen Wértern. Auch die Potenz-
mengenkonstruktion, die verwendet wird, um zu zeigen, dass DBUBAs genau-
so miéchtig wie BUBAs sind, ist im Prinzip dasselbe wie das Verfahren aus
endlichen Wortern. Es ergibt sich jedoch ein komplexititstheoretischer Un-
terschied fiir das darauf aufbauende Universalitatsproblem, wenn die Eingabe
ein nichtdeterministischer Automat ist. Bei Wortern ist dieses natiirlich ex-
ponentiell, kann jedoch mit polynomialem Platz gelost werden. Bei Baumen
ist dies nicht bekannt. H. Seidl hat gezeigt, dass das Aquivalenzproblem und
damit auch das Universalititsproblem fiir BUBAs EXPTIME-vollstéindig ist
[Sei90], wihrend es nach L. Stockmeyer und A. Meyer bekannt ist, dass diese
fiir NFAs “nur” PSPACE-vollsténdig sind [MS73].

Matchingprobleme tauchen in vielen Anwendungen auf, so zum Beispiel
bei der Kompilierung von Pattern-Matching Ausdriicken, wie man sie in funk-
tionalen Programmiersprachen (ML, Haskell) und auch neueren objektorien-
tierten Sprachen (Scala, C#) vorfindet. Der hier beschriebene Algorithmus
geht auf H. Comon und Y. Jurski zuriick [CJ97]; er kann bis zur Ordnung
fiinf verallgemeinert werden. Ob das Matchingproblem fiir beliebige Ordnung
entscheidbar ist, war lange Zeit eine offene Frage. Erst 2006 hat C. Stirling
einen Beweis der Entscheidbarkeit vorgelegt [Sti06, Sti09]. Dieses Resultat gilt
jedoch nur unter der Sn-Gleichheit; erlaubt man nur die S-Reduktion, so wird
das Problem unentscheidbar [Loa03].

Die Sprache XDuce wurde von B. Pierce und Hosoya eingefiihrt [HP03].

T. Schwentick hat einen Ubersichtsartikel zu Anwendungen von Baumau-
tomaten auf XML verfasst [SchO7b]; eine inzwischen recht umfassende Re-
ferenz zu Automaten auf endlichen Bidumen im allgemeinen ist das Online-
Buchprojekt von H. Comon et al. [CDGT07].






Ubungsaufgaben

Ubung 87. Welche der folgenden Baumsprachen werden von einem endlichen
Baumautomaten iiber dem Alphabet X = {a,b, ¢,d} mit o(a) = o(b) = 2 und
o(c) = o(d) = 0 erkannt?

a) Ly := {t € Ts | der Pfad &,0,01,010,0101,01010,. .. in ¢ enthilt eine
gerade Anzahl von a’s },

b) Lo := {t € Tx | t ist nicht balanciert },

¢) Ly :={t € Ty | in t gibt es zwei Blitter u, v, so dass t(u) = cund t(v) =d
ist und w links von v liegt },

d) Ly := {t € Tx | t hat genau 239 Blétter, die mit ¢ beschriftet sind },

Welche dieser Sprachen werden auch von einem deterministischen Top-Down-
Baumautomaten erkannt?

Ubung 88. Beweise Satz 12.7. Gib auch eine obere Schranke an die Anzahl
der Zustinde an, die ein zu einem gegebenen BUBA #quivalenter DBUBA
haben kann.

Ubung 89. Konstruiere einen TDBA, der die Sprache aller Boole’schen Aus-
driicke, die zu T auswerten (siehe Bsp. 12.5), erkennt.

Ubung 90. Beweise Satz 12.12.

Ubung 91. Beweise Korollar 12.18 auf direktem Wege, also ohne Umweg iiber
das deMorgan’sche Gesetz.

Ubung 92. Zeige, dass die Menge aller Ableitungsbéiume einer kontext-freien
(Wort-)Sprache eine regulére Baumsprache ist.

Ubung 93. Konstruiere den Lauf des DBUBA A aus Bsp. 13.2 auf dem als
Baum aufgefassten Term Axq, zo.x1(xa(z1(z1(a, #), #)), #)-
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Unendliche Baume
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Automaten auf unendlichen Bidumen

Unter unendlichen Bdumen versteht man hier solche, die zwar endlichen Ver-
zweigungsgrad haben, aber i.a. unendliche viele Knoten haben und somit auch
unendlich lange Aste. Es ist klar, dass sich nur das Automatenmodell aus dem
letzten Teil, welches top-down arbeitet, auf unendliche Bdume verallgemeinern
lasst. Dies zeigt sofort, dass unendliche Biume im Rahmen der Automaten-
theorie schwieriger zu handhaben sind als endliche Baume. Es waren ja nur die
bottom-up arbeitenden Automaten, die determinisiert und damit leicht be-
nutzt werden konnen, um den Abschluss der reguliren Baumsprachen unter
Komplement zu zeigen. Fiir unendliche Bidume muss dies also—falls es denn
moglich ist—iiber die top-down arbeitenden Automaten gemacht werden.

Man kann dann verschiedene Akzeptanzbedingungen studieren, z.B. Biichi,
Muller, Rabin, Paritéit. Eine natiirliche Erweiterung der Akzeptanz bei Auto-
maten auf endlichen Biumen—an jedem Blatt wird ein Endzustand erreicht—
ist die, dass die jeweilige Akzeptanzbedingung auf jedem Ast eines Laufs auf
dem Eingabebaum gelten muss. Dies wirft einige grundlegende Fragen auf.
So ist z.B. Komplementierung selbst bei deterministischen Automatenmodel-
len, deren Akzeptanzbedingung sich leicht komplementieren lisst (z.B. Pa-
ritdt), nicht sofort ersichtlich. Schliefllich wiirde ein Baum damit nicht er-
kannt, wenn auf einem Ast die Akzeptanzbedingung nicht zutrifft. Wollte
man einen Baumautomaten fiir das Komplement einer gegebenen Sprache
konstruieren, so miisste dieser mit seiner Akzeptanzbedingung, die iiber al-
le Aste spricht, diese existentielle Quantifizierung irgendwie simulieren. Wir
werden sehen, dass Komplementierung trotz dieses Hindernisses moglich ist.

Interessante weitere Fragen sind z.B.: Erkennen Biichi-Automaten wieder
genauso viel wie die allgemeinsten Muller-Automaten? Welche Automaten-
modelle sind determinisierbar?

Wir werden uns in diesem Teil hauptséichlich mit Paritdts-Baumautomaten
beschiiftigen, da die allgemeineren Muller-Automaten mithilfe der in Ab-
schnitt 8.3.2 vorgestellten Konstruktion leicht in Paritédtsautomaten iibersetzt
werden koénnen. Dies gilt auch fiir die Baumautomaten. Andererseits werden

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
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wir sehen, dass Biichi-Automaten auf Baumen zu schwach sind und keine
besonders interessante Klasse von erkennbaren Baumsprachen definieren.

14.1 Paritats-Baumautomaten

Im folgenden sei X ein Baumalphabet ohne Blitter, d.h., o(a) > 0 fiir alle
a € Y. Das ist eine technische, vereinfachende Bedingung; wenn gewiinscht,
kann man Blatter durch einstellige Symbole simulieren mit der Mafigabe, dass
der Teilbaum unterhalb eines solchen Symbols “nicht gilt”.

Definition 14.1. Ein unendlicher Baum iiber X' ist eine nichtleere, prifix-
abgeschlossene Menge T' C N* und eine Funktion ¢ : T — X, so dass fir alle
w € T und alle i < st(t(w)) gilt: wi € T. Damit ist T stets unendlich grof.

Ein Pfad in einem unendlichen Baum ¢ ist ein Wort m € N* derart, dass
jedes endliche Priifix u von w in dom(t) ist. Der Pfad definiert ein unendliches
Wort ¢(m) € X% durch ¢(m); = t(wog, ..., wi—1).

Wir definieren gleich Paritidts-Baumautomaten. Diese kombinieren einfach
nur die bekannten Details eines Paritdtsautomaten (Akzeptanzbedingung)
und eines Baumautomaten (Transitionsfunktion).

Definition 14.2. Ein Paritits-Baumautomat (PBA) ist ein A = (Q, X, qo, 9,
2), wobei @ eine endliche Menge von Zusténden ist, X' ein Alphabet wie oben,
0 €Q, 5 =Uy,ex 0o mit 6, : Q = 29" fiira € ¥ und 2: Q — N.

Ein Lauf des PBA auf einem unendlichen Baum ¢ ist eine Funktion
r : dom(t) — @, so dass r(e) = go und (r(w0),...,r(w(st(t(w))—1))) €
Oty (r(w)) fiir alle w € dom(t). Ein Lauf ist akzeptierend, wenn fiir al-
le Pfade m = wg,v1,v9,... in t gilt, dass die grofite Zahl, die unendich oft
in der Folge 2(r(vg)), £2(r(v1)), 2(r(ve)),... vorkommt, gerade ist. Die von
A erkannte Sprache besteht wie {iblich aus allen Bdumen, zu denen ein
akzeptierender Lauf existiert.

Eine Baumsprache heifit reguldr, falls sie von einem PBA erkannt wird.
Wir sprechen daher auch oft von PBA-erkennbar.

Unser erstes Resultat behandelt einfache Abschlusseigenschaften der Klas-
se der reguldren Baumsprachen. Diese werden insbesondere spéter beim Be-
weis des Komplementabschlusses benutzt. Der Beweis erfolgt analog zum Fall
der unendlichen Wérter.

Eine Abbildung f : X — X’ zwischen zwei Baumalphabeten ist stellig-
keitserhaltend, wenn st(f(a))=st(a) fir alle a € X.

Lemma 14.3. Die Klasse der PBA-erkennbaren Baumsprachen ist unter
Vereinigung und Projektion entlang stelligkeitserhaltender Funktionen X' —
) zwischen Baumalphabeten abgeschlossen.

Beweis. Ubung,.
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Lemma 14.4. Sei Y Baumalphabet mit mazimaler Stelligkeit n und D =
{0,...,n—1}. Sei L eine w-regulire Wortsprache tiber X x D. Die assoziierte
Baumsprache Lt besteht aus allen Biumen t, so dass jeder Pfad in t geschrie-
ben als Wort iiber X x D in L ist. Die Sprache L' ist eine PBA-erkennbare
Baumsprache.

Beweis. Man bestimmt mit Satz 8.19 einen deterministischen Paritdtsauto-
maten P = (Q, X x D, qo, 9, 2), so dass L = L(P). Der folgende PBA erkennt
offensichtlich Lt:

(Q72aq076l7‘9)
wobei
o) = (5(0:(0,0)),8(a (@, 1)), 5(q, (a,0 1)) )

O

Der entstehende PBA ist hier also sogar deterministisch. Es ist allerdings leider
nicht moglich, dieselbe Konstruktion ausgehend von einem nichtdeterministi-
schen Paritdtsautomaten durchzufiihren, selbst dann nicht, wenn man in Kauf
nimmt, dass der entstehende PBA nichtdeterministisch wird. Der Grund ist,
dass dann der gewéhlte Pfad von den nichtdeterministischen Entscheidungen
des Wortautomaten abhéngig gemacht werden kann.

Beispiel 14.5. Fiir ein konkretes Gegenbeispiel betrachte man X = {a, b} mit
st(a)=st(b) =2 und L = (X x D)*({a} x D)¥. Die Sprache L' umfasst hier
alle Baume, bei denen auf jedem Pfad nur endlich viele b’s vorhanden sind.
Ein nichtdeterministischer PBA fiir L ist durch den offensichtlichen NBA
fir L gegeben: 6(qo,x) = {qo,q1} fir x € ¥ x D und d(q1, (a,7)) = {q1},
0(q1,(b,7)) =0 fiir i € D, sowie 2(q0) =1, 2(qr1) = 0.

Versucht man nun, die Konstruktion aus dem Beweis von Lemma 14.4
verallgemeinernd anzuwenden, so wird man auf einen PBA gefiihrt, in dem
Q, 2 wie oben definiert sind und

da(q0) = dn(qo) {(q0,90); (q1,q1)}
{

(q1,q1)}
() = 0

gilt. Dieser Automat erkennt aber nicht den durch ¢(0*1) = b, t(w) = a gege-
benen Baum, obwohl er zu L' gehért. Der Grund ist, dass ein akzeptierender
Lauf ja auch auf dem Pfad 0, 00,000, ... irgendwann den Zustand ¢; bringen
miisste, dieser aber im gesamten unterhalb liegenden Teilbaum keine b’s mehr
verarbeiten kann.

Formal sei r ein akzeptierender Lauf des Automaten auf ¢. Es muss ¢
existieren, so dass r(0%) = ¢;, da sonst auf dem Pfad 0, 00,000, ... die Akzep-
tanzbedingung verletzt wire. Nun muss aber auch r(0°1) = ¢; sein und das
steht im Widerspruch zu ¢(0°1) = b.
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Zustand f

Beschriftung b Beschriftung b

Abb. 14.1. Konstruktion eines Baumes mit unendlich vielen b’s auf einem Pfad im
Beweis von Satz 14.8.

Der Vollstéindigkeit halber wiederholen wir hier noch einmal das bereits
oben erwihnte Resultat, dass deterministische Paritits-Baumautomaten echt
schwicher sind als ihre nichtdeterministische Variante. Der Beweis ist eine
leichte Erweiterung von Satz 12.14.

Satz 14.6. Es gibt PBA-erkennbare Baumsprachen, die nicht von einem de-
terministischen PBA erkannt werden.

Beweis. Ubung,.

14.2 Biichi-Baumautomaten

Mit der aus Abschnitt 7.1 bekannten Simulation der Biichi-Bedingung durch
eine Paritits-Bedingung lassen sich leicht Biichi-Baumautomaten definieren.

Definition 14.7. Ein Biichi-Baumautomat (BBA) ist ein PBA A = (Q, X, qo,
0,12), wobei 2 : Q — {1,2}.

Wir betrachten Biichi-Baumautomaten hier lediglich um zu zeigen, dass—
im Gegensatz zur Welt der unendlichen Woérter—diese auf Baumen nicht aus-
reichen, um alle reguléiren Baumsprachen zu erkennen. Der Beweis benutzt
eine dhnliche Idee wie oben, verbunden mit einer Pumping- Argumentation.

Satz 14.8. Es sei X = {a,b} und st(a)=st(b) = 2, und L umfasse alle Biume
tber X, so dass sich auf jedem Pfad nur endlichviele b’s befinden. Die Sprache
L st nicht durch einen Biichi-Baumautomaten erkennbar.
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Beweis. Wir nehmen an, dass L = L(A) fiir einen Biichi-Baumautomaten A.
Fiir ¢ > 0 definieren wir den Baum ¢; so, dass jeder Knoten der Form wl, in
dem w weniger als ¢ Einsen enthélt, mit b beschriftet wird und alle anderen
Knoten mit a beschriftet werden. Im Falle ¢ = 0 ergibt sich der konstant mit
a beschriftete Baum; im Falle 7 = 1 erhélt man den weiter oben verwendeten
Baum, indem genau jeder Knoten der Form 0*1 mit b beschriftet ist. Weiterhin
gilt fiir ¢ > 0 die Gleichung

ti = a(ty,b(ti—1,ti—1)) .

Fiir jedes i ist t; € L, da die Anzahl der b’s auf einem Pfad m hochstens
min(4, |7|1) ist, wenn |7|; die Anzahl der Einsen in 7 bezeichnet.

Wir fixieren nun n > |F| und betrachten einen akzeptierenden Lauf » von
A auf t,,. Wir verfolgen den Pfad &,0,00,000,0000, ..., bis ein iy gefunden
ist mit fo := 7(0%) € F. So ein igp muss es geben, da ja auf jedem Pfad
die Biichi-Bedingung erfiillt sein soll. Jetzt biegen wir einmal in die andere
Richtung ab, verfolgen also den Pfad ¢,0,...,0%1,0%10,0%100,... solange,
bis i; gefunden ist mit f; := r(0°10%) € F. Sodann withlen wir iy mit
f2 = r(0%010"110%) € F usw. bis sich ein Endzustand wiederholt, also bis
k < ¢ < n gefunden sind mit f. = fr = fo. Aufgrund der Wahl n > |F|
ist das moglich, vgl. das Pumping Lemma. Das erste Auftreten von f bei k
und das zweiten Auftreten von f bei £ sind durch einen Pfad verbunden, auf
dem sich mindestens ein b befindet. Indem man nun dieses Baumsegment ad
infinitum wiederholt (Abb. 14.2), erhélt man einen Baum, der einen Pfad mit
unendlich vielen b’s enthélt. Wiederholung des entsprechenden Segmentes des
Laufs liefert dann einen akzeptierenden Lauf fiir diesen neuen Baum. O






15

Komplement-Abschluss und Leerheitsproblem

Das zentrale technische Hilfsmittel fiir die noch zu behandelnde Komplemen-
tierung der PBAs bilden die Paritatsspiele, welche wir zun#chst separat stu-
dieren. Danach beweisen wir den Komplementabschluss der reguldren Spra-
chen unendlicher Bdume sowie die Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems
und folgern daraus im folgenden Kapitel, in dem wir nun wieder Logiken auf
unendlichen Bidumen betrachten werden, wieder die Entscheidbarkeit einer
monadischen Logik zweiter Stufe auf unendlichen Baumen.

15.1 Paritatsspiele

Bei einem Paritétsspiel handelt es sich um ein unendlich lang zu spielendes
Zwei-Personen-Spiel, dessen Gewinnbedingung als Paritdtsbedingung formu-
liert ist. Intuitiv schieben zwei Spieler A und P abwechselnd einen Spielskin auf
einem Spielplan umher, dessen Felder mit Prioritéiten beschriftet sind. Eine une-
ndlich lange Partie ist dann ein Gewinn fiir A, falls die gréfite unendlich oft
aufgesuchte Prioritiat gerade ist.

Oft werden die Spieler auch mit 0 und 1 bezeichnet aufgrund dessen, dass
ein Spieler ¢ versucht, eine grofle Prioritdt zu besuchen, die modulo 2 ge-
nau 7 ist. Wir benutzen hier die Namen A und P wegen der Anwendung der
Paritétsspiele im angesprochenen Komplementierungsbeweis. Intuitiv spielen
dort zwei Spieler auf Laufen eines PBA, wobei ein Spieler die Knoten eines
Niveaus vorlegt und der andere daraus einen Knoten auswihlt. Die Namen
der Spieler in diesem Kontext kommen von den Bezeichnungen Automaton

und Pathfinder.

15.1.1 Spiele, Partien und Strategien

Definition 15.1. Ein Parititsspiel ist ein Quadrupel G = (Posa, Posp, 4, §2),
wobei Posy und Posp zwei disjunkte, nicht notwendigerweise endliche Mengen

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_15, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Abb. 15.1. Ein Paritétsspiel.

sind, die Positionen des Spiels. Man schreibt Pos := Posa U Posp. Die
Relation 6 C Pos x Pos modelliert die moglichen Ziige und §2 : Pos —{0, ..., n}
weist den Positionen Prioritdten aus einer stets endlichen Teilmenge von N zu.
Es wird zusétzlich gefordert, dass es fiir jede Position € Pos eine Position
y € Pos gibt, so dass d(x,y) gilt. Der Spielgraph muss also immer total sein.

Das Spiel wird von einer gegebenen Startposition p € Pos so gespielt, dass
ein Spielstein auf p gesetzt und dann von den Spielern A und P entlang der
Kanten § verschoben wird. Ist die aktuelle Position in Posa, so ist Spieler A
am Zug, ansonsten P. Aufgrund der Forderung Va € Pos.3y € Pos.0(x,y)
gibt es keine Sackgassen.

Die resultierende unendliche Partie p = pg, p1,p2,ps, ... wird von Spieler
A gewonnen, falls die grofite Zahl, die in der Folge 2(po), 2(p1), . . . unendlich
oft auftritt, gerade ist. Ansonsten, also wenn sie ungerade ist, gewinnt P.

In Abb. 15.1 ist ein Paritétsspiel grafisch dargestellt. Die Positionen, in
denen Spieler A am Zug ist, sind hier als Kreise représentiert; die Positionen
von Spieler P als Kiistchen, also Posa = {b,d,f,h} und Posp = {a,c,g,e,i}.
Die Prioritéten sind durch die Annotate gegeben, also 2(a) = 3 = £2(b),
2(c) = 1, usw. Die erlaubten Uberginge sind § = {(a,b), (a,f), (f,a),... }.

Wir interessieren uns vor allem fiir die Moglichkeit eines Spielers, ein Spiel
zu gewinnen. Dies wird iiber Strategien formalisiert. Wir verzichten hier dar-
auf, Strategien allgemein zu definieren, sondern beschrinken uns gleich auf
den beweisbar ausreichenden Fall der positionalen Strategien. Im Allgemei-
nen darf eine Strategie den néchsten Zug eines Spielers in Abhéngigkeit von
der gesamten, bisherigen Partie beschreiben. Eine positionale Strategie héingt
nur von der momentanen Situation, also von der zuletzt erreichten Position

ab.

Definition 15.2. Sei G = (Posp, Posp, 9, {2) ein Paritétsspiel. Eine positio-
nale Strategie fiir Spieler i ist eine Funktion s : Pos; — Pos. Eine Partie
Do, P1, P2, - - - ist konform mit einer Strategie s fiir Spieler 4, falls fiir alle j € N
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gilt: p; € Pos; = p;t1 = s(pj). In solch einer Partie hat Spieler i also immer
so gewahlt, wie die Strategie s es vorgegeben hat.
FEine Gewinnstrategie fiir Spieler ¢ in Position p ist eine Strategie fiir ¢, so
dass Spieler i jede Partie gewinnt, die in p beginnt und konform mit s ist.
Eine Gewinnposition fiir Spieler i ist ein p, so dass es eine Gewinnstrategie
fiir Spieler ¢ in Knoten p gibt. Die Menge der Gewinnpositionen fiir A wird
mit W bezeichnet. Analog definiert man Wp.

Es sollte klar sein, dass Wa N Wp = ) in jedem Spiel gilt. Wiirde es einen
Knoten p in diesem Durchschnitt geben, so hétten beide Spieler eine Gewinn-
strategie von p aus. Wiirden beide nun mit diesen Strategien gegeneinander
antreten, so wiirde daraus eine Partie resultieren, die von beiden gewonnen
wiirde. Dann miisste die grofite, in dieser Partie unendlich oft auftretende
Prioritédt sowohl gerade wie auch ungerade sein, was natiirlich nicht moglich
ist.

Angenommen, der Gewinnbereich eines Spielers in einem Spiel erstreckt
sich iiber zwei Knoten. Nach Definition hétte dieser Spieler dann zwei mogli-
cherweise verschiedene Gewinnstrategien. Allgemein wiirde so die Anzahl der
Gewinnstrategien in einem Spiel unbeschriankt mit der Anzahl der Zusténde
wachsen. Das folgende Resultat zeigt, dass man nicht alle diese betrachten
muss, sondern sich auf eine einzige beschrinken kann.

Lemma 15.3. Sei i € {A, P}, G = (Posa, Posp, 6, 2) ein Parititsspiel und
U eine Menge von Positionen, so dass Spieler i von jeder Position p € U eine
positionale Gewinnstrategie s, besitzt. Dann gibt es auch eine Strategie s fiir
Spieler i, die Gewinnstrategie in jedem p € U 1ist.

Beweis. Sei i = A. Der andere Fall ist vollkommen analog. Wir nummerieren
die Positionen als pg, p1,p2,... durch. Falls es {iberabzéhlbar viele gibt, so
verwendet man dafiir Ordinalzahlen. Jetzt betrachten wir s,,. Diese Strategie
sichert den Gewinn fiir A von pg aus, aber auch von allen Positionen aus, die
bei Befolgung von sy von py aus erreichbar sind bei beliebigem Spiel von P.
Im Allgemeinen sind das nicht alle Positionen; aber es gibt ja noch sy, . Dies
sichert Gewinn auf p; und allen Positionen, die von p; erreichbar sind. Somit
kénnen wir die universelle Gewinnstrategie s definieren durch s(p) = s, (p),
wobei 7 das kleinste 7 ist, so dass p von p; aus bei Befolgung von s,, erreicht
werden kann. ad

Die Gewinnbereiche aus dem Paritétsspiel im obigen Beispiel bzw. aus
Abb. 15.1 nebst zugehdrigen positionalen Gewinnstrategien sind in Abb. 15.2
dargestellt. Die Strategien sind durch die dicken Pfeile gegeben. Der Typ
des Knotens, von dem diese Pfeile ausgehen, bestimmt natiirlich, zu welcher
Strategie—fiir Spieler A oder P—sie gehort. Es ist Wy = {a,b,f,g,h} und
Wp = {c,d,e,i}. Dass dies eine Partition der Menge aller Positionen bildet,
ist kein Zufall, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden. Vorher definieren
wir noch ein elementares Konzept, welches dort benutzt wird—sogenannte
Attraktoren und Attraktorstrategien.
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WA X)%\% Wp

Abb. 15.2. Paritdtsspiel mit Gewinnbereichen und positionalen Gewinnstrategien.

Definition 15.4. Sei G = (Posa, Posp, 0, {2) ein Paritétsspiel und U C Pos.
Der Attraktor fiir Spieler A von U ist

Attra(U) = | At (U)
JjEN

wobei

Attr (U)
Attri ()

U

Attr (U)

{p € Posa | Fv € Attr) (U) mit (p,v) € 5}

{p € Posp | Yv € Pos.(p,v) € § = v € Attr’) (U)}

U
U

Den Attraktor fiir Spieler P erhélt man analog durch systematisches Vertau-
schen von A und P in dieser Definition.

Man erkennt leicht, dass der Attraktor fiir Spieler 7 von einer Menge U von
Positionen genau die Menge derjenigen Positionen ist, von denen aus Spieler 4
unabhéngig von der Wahl des Gegners einen Besuch der Menge U erzwingen
kann. Genauer gesagt gilt, dass Attr!(U) genau aus denjenigen Positionen
besteht, von denen aus Spieler ¢ einen Besuch von U in hochstens j Ziigen
erzwingen kann.

Wir verzichten hier auf eine technische Definition einer (positionalen) At-
traktorstrategie. Diese schreibt einem Spieler vor, wie er spielen muss, um den
Besuch besagter Menge U zu erzwingen. Es sollte klar sein, dass diese lediglich
Positionen in 4 .

Pos; N (Attr] ™1 (U) \ Attr](U))

auf einen Nachfolger in Attr? (U) abbilden muss.
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15.1.2 Positionale Determiniertheit

Wir hatten uns bereits iiberlegt, dass keine Position von beiden Spieler ge-
wonnen werden kann. Es gilt jedoch noch mehr. Die Tatsache, dass von jeder
Position entweder A oder P das Spiel gewinnen kann, wird als Determiniert-
heit bezeichnet. Sie folgt fiir Paritdtsspiele bereits aus einem allgemeinen Satz
(Martins Determiniertheitssatz). Das Gegenstiick zu der oben skizzierten Half-
te der Determiniertheit—von jeder Position aus muss mindestens einer die
Spieler eine Gewinnstrategie haben—ist nicht offensichtlich. Wieso soll ein
Spieler eine Gewinnstrategie haben, wenn der andere keine hat? In der Tat
folgt aus dem Auswahlaxiom die Existenz unendlicher Spiele, die nicht deter-
miniert sind.

Die positionale Determiniertheit ist eine Besonderheit der Paritétsspiele
und gilt z.B. nicht fiir die in offensichtlicher Weise definierten Muller-Spiele.

Satz 15.5. Sei G = (Posa, Posp,0,(2) ein Parititsspiel. Es gilt Wa UWp =
Pos und es existieren positionale Gewinnstrategien fir A und fir P.

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion {iber n, die héchste, in G vorkom-
mende Prioritét.

Ist n = 0, so ist jede Strategie fiir A eine Gewinnstrategie auf allen Posi-
tionen. Aus der Tatsache, dass jede Position mindestens einen Nachfolger hat,
folgt auch die Existenz solch einer Strategie.

Sei also n > 0. Indem wir ggf. die Rollen von A und P vertauschen, diirfen
wir 0.B.d.A. voraussetzen, dass n gerade ist. Sei jetzt U die Menge derjenigen
Positionen, von denen aus P eine positionale Gewinnstrategie besitzt. Nach
Lemma 15.3 gibt es dann eine einzige Gewinnstrategie, die P’s Gewinn auf
allen Positionen in U sichert. Wir mochten zeigen, dass von allen Positionen
in Pos \ U der Spieler A eine positionale Gewinnstrategie hat.

Wir betrachten das Teilspiel auf den Positionen auflierhalb von U, d.h.
alle Spielziige, die aus Pos\ U herausfiithren, werden verboten. Wir beachten,
dass es keinen so herausfithrenden Spielzug fiir P geben kann, da ja sonst die
entsprechende Position zu U gehoren wiirde. Auflerdem wird Spieler A durch
diese Wegnahme nicht in eine Sackgasse gefiithrt, denn gébe es eine Position
p € Posa \ U derart, dass jeder Zug von p nach U hineinfiihrt, so hétte man
diese Position p auch der Menge U hinzurechnen miissen.

Kommt in Pos\U die hochste Prioritét nicht vor, so erlaubt uns die Induk-
tionshypothese die Aufteilung von Pos \ U in zwei Bereiche Wy, Wp, wobei
A das Teilspiel in W, gewinnt und P es in Wp gewinnt (jeweils positional).
Nachdem P den Bereich Pos \ U nicht verlassen kann, gewinnt A auf Wy
sogar das gesamte Spiel. Andererseits gewinnt P auf Wp auch das gesamte
Spiel, denn sollte A sich in den Bereich U absetzen, so wiirde P natiirlich
sofort seine dortige Strategie zum Einsatz bringen. Aufgrund der Annahme
an U bedeutet dies aber, dass Wp leer ist und somit A auf ganz Pos \ U eine
positionale Gewinnstrategie besitzt, was zu beweisen war.
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3 3 1 0

Abb. 15.3. Paritétsspiel mit Gewinnbereich und Attraktor.

Es bleibt der Fall zu betrachten, wo die hochste Prioritidt n (0.B.d.A. n
gerade) in Pos\ U vorkommt. Sei N die Menge der Positionen in Pos\ U mit
Prioritdt n. Sei Attra(N) die Menge derjenigen Positionen, von denen aus A
einen Besuch von N erzwingen kann. Man beachte, dass es keine A-Ziige nach
Attra(N) hin gibt und keine P-Ziige aus Atira(N) \ N heraus. Es gilt stets
N C Attro(N).

Wir betrachten nunmehr das Teilspiel auf Z = (Pos \ U) \ Attra(N).
Wieder handelt es sich hierbei tatséchlich um ein Spiel, denn wiirden von
einer gewissen Position alle Ziige von P nach Attra (N) hineinfithren, so hétte
man diese Position dem Attraktor zuschlagen miissen. Wir teilen es nach
Induktionshypothese auf in Gewinnbereiche W und Wp. Auf Wp hat P sogar
fiir das gesamte Spiel eine positionale Gewinnstrategie, denn in den Attraktor
kann A nicht entkommen und ein Entkommensversuch in den Bereich U fiihrt
zum Verlust. Daher ist aber wie vorher Wp leer.

Es bleibt zu zeigen, dass sowohl auf dem Attraktor, als auch auf W, das
Gesamtspiel von A positional gewonnen wird. Das geht wie folgt: Auf Wx
spielt A geméf seiner positionalen Gewinnstrategie fiir das Teilspiel; auf dem
Attraktor hingegen erzwingt A einen Besuch von N. Diese Strategie stellt ins-
besondere sicher, dass der Spielverlauf Pos \ U nie verlisst. Fiihrt der Spiel-
verlauf immer wieder nach N hinein, so gewinnt A nach Definition, ansonsten
geméifl der Induktionshypothese.

Die positionale Determiniertheit der Paritétsspiele ist somit erwiesen. [

Um die Vorgehensweise in diesem Beweis noch einmal zu veranschaulichen,
betrachten wir das oben gezeigte Beispiel eines Paritéitsspiels. In Abb. 15.3
ist die Menge U derjenigen Positionen, auf denen Spieler P eine positionale
Gewinnstrategie nach Voraussetzung hat, durch die Musterung der Knoten ge-
kennzeichnet. Es gilt also U = {c,d, e, i}. Um nun zu zeigen, dass der Gegner—
hier Spieler A—auf den iibrigen Knoten eine positionale Gewinnstrategie hat,
betrachtet man zunéchst die Menge N der Knoten mit der héchsten Prioritét
darin, die fiir ihn gut (hier: gerade) ist. Dies ist N = {f}. Der Attraktor fiir



15.1 Paritétsspiele 197

-

Abb. 15.4. Paritétsspiel mit Attraktor und Gewinnbereich fiir Teilspiel.

Spieler A von N ist Atira(N) = {a,b,f}, wie man leicht sieht. In Abb. 15.3
ist dieser durch eine Schattierung der Knoten gekennzeichnet.

Das verbleibende Spiel besteht nur noch aus der Knotenmenge Z = {g, h}.
Dies wird per Induktionshypothese aufgeteilt in Gewinnbereiche fiir Spieler A
und P. Es ist natiirlich in diesem Beispiel leicht zu sehen, dass Spieler A das
gesamte Restspiel auf Z gewinnt. Durch Zusammensetzen mit der Attraktor-
strategie auf Attra (N) ergibt sich eine positionale Gewinnstrategie fiir Spieler
A auf dem Komplement von U.

15.1.3 Algorithmische Behandlung

Ist die Menge der Positionen eines Paritétsspiel endlich, so kann man nach
Algorithmen fragen, die entscheiden, ob eine bestimmte Position in W oder in
Wp ist. Im folgenden beschreiben wir einen einfachen, rekursiver Algorithmus,
der dies 16st. Er benutzt im Grunde dieselben Ideen wie die aus obigem Beweis
der Determiniertheit und funktioniert somit wie folgt.

Sei N die Menge der Positionen mit der hochsten (0.B.d.A. geraden Prio-
ritéit). Berechne iterativ den Attraktor Attra(N), also die Menge der Posi-
tionen von denen aus A das Spiel nach N zwingen kann. Berechne nunmehr
rekursiv (die Zahl der Prioritdten ist ja kleiner geworden) die Menge der Posi-
tionen X, von denen aus P das Teilspiel Pos\ Attra(N) gewinnt. Im Beispiel
besteht der Attraktor aus {a, b, e, f, g, h}. Genauer: Die Menge derjenigen Kno-
ten mit der hochsten Prioritét ist {e,f}. Spieler A kann von b und von h aus
direkt dorthin ziehen. Spieler P muss von den Knoten a und g in einen dieser
ziehen.

Die Gewinnmenge X derjenigen Positionen, von denen P das Restspiel oh-
ne diesen Attraktor gewinnt, ist {c,d,i}. In Abb. 15.4 sind X durch Musterung
und Attra({e,f}) durch Schattierung gekennzeichnet.

Im Allgemeinen gilt: Ist jetzt X leer, so gewinnt A {iiberall. Ansonsten
gewinnt P auch das gesamte Spiel von allen Positionen in X, da es ja keine
Zige fiir A in den Attraktor gibt. Sei nun Y die Menge der Positionen im
Gesamtspiel, von denen aus P den Spielverlauf nach X zwingen kann (auch
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SolveGame(G) =
let (Posa, Posp, 9, 2) =G
n :=max{2(v) | v € Pos}

if n =0 then return (Wa := Pos, Wp := ()

if n gerade then o := A else 0 :=P

N :={v € Pos | 2(v) =n}
N’ := Attr,(N)

(W, W,) := SolveGame(G \ N')
if WZ =0 then return (W, := W, U N’ W5 := ()

N" = Attrs(WZ)
(W2, W) := SolveGame(G \ N")
return (W, := W2, W5 := N" UWY)

Abb. 15.5. Ein rekursiver Algorithmus zum Lésen von Paritétsspielen.

ein Attraktor). Im Beispiel ist Y = X U {e}. Es ist klar, dass P auch auf allen
Positionen in Y gewinnt. Nun bestimmen wir rekursiv W) und W}, fir das
Teilspiel Pos \ Y. Dies hat weniger Positionen, wodurch die Rekursion wohl-
fundiert wird. Im Beispiel besteht W} aus ganz Pos \ Y und W) = 0. Wir
behaupten, dass Wa = W) und Wp = Y UWY. In der Tat gewinnt A von W)
aus, da ja P nicht in den Attraktor Y entkommen kann. Auf der anderen Seite
gewinnt P von W} aus, da ein mogliches Entkommen von A in die Menge Y
sofort mit der dort vorhandenen Gewinnstrategie beantwortet wird.

Abb. 15.5 zeigt diesen Algorithmus in Pseudocode. Dabei ist G\ N fiir
ein Spiel G und eine Menge N von Positionen darin das Spiel, welches aus G
entsteht, wenn alle Positionen in N mit allen ein- und ausgehenden Kanten
entfernt werden.

Leider werden in diesem Algorithmus zwei rekursive Aufrufe getétigt, so
dass die Komplexitit exponentiell ist. Es ist ein offenes Problem, ob sich Pa-
ritdtsspiele in polynomialer Zeit entscheiden lassen. Der folgende Satz zeigt
andererseits, dass das Losen von Paritétsspielen vermutlich nicht allzu schwie-
rig, zumindest nicht NP-hart, ist.

Satz 15.6. Das Problem, zu einem gegebenen Paritdtsspiel G und Position p
darin zu entscheiden, ob p € W gilt, ist sowohl in NP als auch in co-NP.

Beweis. Die Inklusion in NP wird wie folgt gezeigt. Rate eine positionale
Strategie fiir Spieler A, die den Knoten v enthélt. Das ist offensichtlich in Zeit
O(]4]) moglich. Betrachte nun den von dieser Strategie s induzierten Graphen
G’. Dieser enthélt nur noch die Kanten

{(w, s(w)) | w € Posa} U (§ N Posp X Pos)
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Auch diese Konstruktion ist in Zeit O(|0]) moglich.

Nun gilt: s ist eine Gewinnstrategie genau dann, wenn die hochste Prioritét
auf jedem in G’ vorkommenden Zykel gerade ist. Diese Bedingung ist aber
ebenfalls in polynomialer Zeit priifbar.

Die Inklusion in co-NP folgt aus der Determiniertheit. Ein Problem ist in
co-NP, falls sein Komplement in NP ist. D.h. fiir die Inklusion in co-NP muss
man einen NP-Algorithmus angeben, der entscheidet, ob v & Wy ist. Dies ist
zuerst nicht offensichtlich, denn dazu miisste man ja eigentlich jede Strategie
testen. Es gilt aber: v € Wy <= v € Wp nach Satz 15.5. Damit ldsst
sich obiger NP-Algorithmus genauso verwenden, indem lediglich nach einer
Strategie fiir Spieler P gesucht wird. O

15.2 Komplementierung der Paritidts-Baumautomaten

Fiir den Beweis der Komplementierbarkeit von PBAs ist es niitzlich, die Ak-
zeptanz eines Baumes ¢ durch einen PBA A als Zwei-Personenspiel zwischen
Spieler A und P aufzufassen. Das Spiel ist so angelegt, dass A eine Gewinn-
strategie besitzt genau dann, wenn t € L(.A) ist. Intuitiv platziert man eine
Spielfigur auf die Wurzel des Baumes und setzt den Zustand des Automaten
auf den Anfangszustand qg; Spieler A wihlt dann eine passende Transition
(Zustéinde fiir die Kinder der Wurzel) und Spieler P schiebt die Spielfigur
auf eines der Kinder. Der Zustand des Automaten geht dann in den entspre-
chenden, vorab von A gewéhlten Zustand iiber. Dann ist wieder A am Zug
usw. Auf diese Weise entsteht sukzessive ein Pfad durch den Baum und eine
Zustandsfolge. Die Partie wird von A genau dann gewonnen, wenn diese Zu-
standsfolge die Paritdtsbedingung erfiillt. Es sollte klar sein, dass A in diesem
Spiel genau dann eine Gewinnstrategie besitzt, wenn ¢ € L(A) ist.

Umgekehrt wird die Eingabe ¢t genau dann nicht von A akzeptiert, wenn
der Gegenspieler P eine Gewinnstrategie hat, und letzteres gilt es dann wie-
derum durch einen geeigneten Automaten zu modellieren, um so einen PBA
fiir das Komplement der zugrundeliegenden Sprache zu erhalten.

15.2.1 Akzeptanz durch PBA als Paritétsspiel

Sei also X' ein Baumalphabet und seien ein PBA A = (Q, X, qo, J, £2) und ein
Baum t gegeben. Sei n der maximale Verzweigungsgrad im Baum—also die
maximale Stelligkeit der Alphabetsymbole—und D = {0,...,n—1} die Menge
der moglichen Richtungen, in die man in einem Knoten verzweigen kann.
Positionen im Baum lassen sich so als bestimmte Worter iiber D* auffassen.
Wenn w € D* einen Knoten im Baum adressiert, so bezeichnen wir wie {iblich
mit t(w) die Beschriftung des durch w adressierten Knotens in ¢. Wenn t(w) =
a und st(a) =k, dann ist k <n und {i |wi € T} ={0,...,k—1}.

Definition 15.7. Das mit A und ¢ assoziierte Paritétsspiel G(A,t) wird nun
folgendermaflen erklért.
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a) Positionen des Spiels sind Paare (w,q) und Paare (w,q), wobei w € D*
eine Position im Baum ist, ¢ ein Zustand und q € Q<" ein Tupel von
Zustéinden ist. Bei Positionen der Form (w, ¢) ist A am Zug; bei Positionen
der Form (w, q) ist P am Zug.

b) In der Position (w,q) wéhlt A ein Tupel q € d,(g), wobei a = t(w) und
erreicht die Position (w,q).

¢) In der Position (w,q) wihlt P eine Richtung i < st(¢(w)), und es wird die
Position (wi, g;), wobei ¢; die i-te Komponente von q ist, eingenommen.

d) Die Priorisierung ist gegeben durch £2(w,q) = 2(¢) und 2(w,q) = 0.

Lemma 15.8. Spieler A gewinnt das Spiel G(A,t) von der Position (g,qo)
aus genau dann, wenn t € L(A).

Beweis. Ubung.

15.2.2 Konstruktion des Komplementautomaten

Mit der positionalen Determiniertheit der Paritétsspiele folgt hieraus, dass ¢t &
L(A) genau dann gilt, wenn P das Spiel von (e, ¢p) aus positional gewinnt. Dies
nutzen wir nun, um einen PBA fiir das Komplement von L(.A) zu konstruieren.

Satz 15.9. Sei A = (Q, X, qo, 6, 2) ein PBA. Man kann effektiv einen PBA A’
konstruieren mit L(A") = L(A).

Beweis. Wenn ¢t ¢ L(A) ist, so besitzt P im Spiel G(A,t) eine positionale
Gewinnstrategie. Diese hat die Form einer Funktion

str: dom(t) x Q" — D

Man beachte, dass im Allgemeinen A x B — C ~ A — (B — () gilt. Wir
setzen S = Q™ — D, sodass str als Funktion vom Typ dom(t) — S aufgefasst
werden kann. Wir definieren ein neues Baumalphabet durch A = X' x S und
st(a, s) =st(a). AuBerdem definieren wir zwei Projektionsfunktionen fiir diese
Paare: pi(a,s) = a und ps(a, s) = s.

Es ist also ¢ ¢ L(A) genau dann, wenn ein Baum ¢’ iiber A existiert mit
p1(t') = t und so, dass durch die S-Beschriftungen von ¢’ eine positionale
Gewinnstrategie fiir P definiert wird.

Formal definieren wir L’ als die Menge all derjenigen Biaume ¢’ iiber A, so
dass

str(w, q) = p2(t'(w))(a)
eine positionale Gewinnstrategie fiir P in G(A,p;(t')) ist.

Es ist dann offensichtlich L(A) = {¢t | 3t' € L'.p1(¢') = t}. Gelingt es also,
L' durch einen PBA zu erkennen, so ist wegen Lemma 14.3 auch L(A) durch
PBA erkennbar. Wir konzentrieren uns nunmehr auf diese Aufgabe.

Ein Baum ¢’ ist in L’ genau dann, wenn fiir alle Zugfolgen z = qo, q1, 92, . - .
fiir A folgendes gilt: Die durch z und str definierte Partie ist entweder illegal
und der Fehler dafiir liegt bei z, also A, oder sie ist ein Gewinn fiir P.
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Formal bedeutet das folgendes: Man definiert die Folgen dgd;ds. .. und
q04q1Gz - - . durch: qo = Startzustand, dy = str(e,qo), 1 = (qo).do, di =
St’f’(do,ql)7 qo = (ql)-dh d2 = 5157”(d0d1,(12)7 [N

“Die Partie ist illegal und der Fehler dafiir liegt bei 2”, wenn q; ¢ 04(¢;),
wobei a = p1(t(dody .. .d;—1)). “Die Partie ist ein Gewinn fiir P”, wenn die
grofite Zahl, die in der Folge £2(qo)$2(q1)f2(gz) ... unendlich oft vorkommt,
ungerade ist.

Da jede solche Partie einen Pfad durch t’ definiert, nimlich dodids ...,
konnen wir die Partien auch nach diesen Pfaden aufteilen. Ein Baum ¢ ist in
L' genau dann, wenn fiir alle Pfade 7 und alle Zugfolgen z = qg,q1,qa, . .
fiir A folgendes gilt: Die durch z und str definierte Partie ist entweder illegal
und der Fehler dafiir liegt bei w, also A, und falls die Partie dem Pfad = folgt,
so ist sie ein Gewinn fiir P.

Dies aber lésst sich als MSO-definierbare und damit w-reguldre Eigenschaft
F von Pfaden in ¢’ formalisieren; somit ist L' = F! und nach Lemma 14.4
durch einen PBA erkennbar.

Wir geben hier noch eine formalere Version der Wortsprache F' iiber dem
Alphabet A x D an: Das unendliche Wort (ag, so,do)(a1,51,d1) ... gehort
zu F' genau dann, wenn fiir alle Folgen von Vektoren qp,qi,qsz ... und alle
Zustandsfolgen qo, q1,¢2 . .. beginnend im Startzustand der PBA A, bei denen
di € 0q,(q;) und d; = s;(q;) <st(a;)) fiir alle ¢ € N ist, gilt, dass die grofite
Zahl in der Folge £2(q0)$2(q1)$2(gz) . .. ungerade ist. O

Wir fassen noch einmal die Schritte zur Konstruktion des Komplementau-
tomaten A’ zusammen, wobei wir die in den Beweisen der Lemmas 14.3 und
14.4 implizierten Konstruktion hier noch einmal explizit wiedergeben:

Bilde das Alphabet A = X' x S mit S = Q<" — D und D = {0,...,n—1}.
Konstruiere einen deterministischen Paritdtsautomaten fiir die w-regulére
Sprache F' C (A x D)* (z.B. mit Satz 8.19). Sei dieser Automat P =
(QP7AXD7QP75P7QP)' -

e Der gewiinschte Automat A’ fiir L(.A) ergibt sich dann als A" = (Qp, X, qp,
o', 2p), wobei

0o(a) = {(qo,---0o(a)—1) | Is € SVi < st(a).0p(a,s,i) = q;} -

15.3 Leerheitstest

Um PBAs fiir Entscheidungsverfahren zu benutzen, miissen wir noch ihre
algorithmische Handhabung erkldren. Insbesondere gilt es festzustellen, ob
das Leerheitsproblem fiir PBAs entscheidbar ist. Dies ist in der Tat der Fall.

Definition 15.10. Sei A = (Q, X, o, 9, 2) ein PBA, und m = max{st(a) |
a € X}. Sei ¥~ = {a} fiir ein ausgezeichnetes Alphabetsymbol a € X mit
st(a) = m.
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Definiere einen PBA A~ := (Q, X, qo, 6, 2) durch

57((],0/) = {(q1,~~~a Ql»aqz)|3b6273t(b)zlund (Q1vaqz)€5(qvb)}
—_——

m—i+1 mal

Der PBA A~ erkennt intuitiv all diejenigen Baume, die A erkennen wiirde,
ohne dabei auf das Alphabet zu achten.

Lemma 15.11. Sei A ein PBA iiber X. Es gilt L(A) = () genau dann, wenn
L(A™) =0.

Beweis. “<” Angenommen, t € L(A). Sei ¢ derjenige Baum, der aus t ent-
steht, indem jede Beschriftung durch a ersetzt wird, und der jeweils rechteste
Sohn eines jeden Knoten so oft kopiert wird, bis jeder Knoten die Stelligkeit
max{st(b) | b € X} hat. Man sieht leicht, dass ¢’ € L(A™) gilt.

“=7” Sei m = max{st(b) | b € ¥'}. Angenommen, ¢’ € L(A~). Dann
existiert ein erfolgreicher Lauf r von A~ auf ¢'. Sei w € dom(t') und r(w) =
q fir ein ¢ € Q. Also existieren q1,...,¢m, so dass r(w(i — 1)) = ¢; fir
i = 1,...,m gilt. Laut Definition von 6~ existiert dann auch ein b € X,
SO dass (ql, 1 4o)) € 0(g,b) ist. In dem die m —st(b) rechten Séhne von
jedem solchen w ehmlnlert werden, erhélt man einen Baum ¢, auf dem r
einen Lauf des Automaten A bildet. Da nur Pfade verworfen wurden, gilt die
Paritdtsbedingung weiterhin auf allen Pfaden, womit ¢ € L(A) gezeigt ist. O

Satz 15.12. Das Leerheitsproblem fiir PBAs mit n Zustinden und p Prio-
rititen iber einem festen Alphabet kann in Zeit n®®) entschieden werden.

Beweis. Sei X das festgelegte Baumalphabet und m = max{st(b)| b € X'}. Sei
A ein PBA mit n Zusténden und p Prioritdten. Offensichtlich ist dann auch
A~ ein PBA mit denselben Groflienbeschrinkungen. Der Leerheitstest auf A
reduziert sich laut Lemma 15.11 auf den Leerheitstest auf A~. Es gilt jedoch
L(A™) # 0 genau dann, wenn ¢, € L(A™), wobei ¢, der Baum ist, dessen
Knoten alle Beschriftung @ und denselben Verzweigungsgrad m haben.

Laut Lemma 15 8 gilt t, € L(A™) genau dann, wenn Spieler A das Pa-
ritdtsspiel G(A™,t,) gewinnt. Da ¢, fest ist, kann dieses Spiel als endlicher
Graph mit n + n’” Knoten und O(n*m) vielen Kanten repriisentiert werden.
AuBlerdem gibt es in G(A™, t,) nur p viele Prioritéten. Der in Abschnitt 15.1.3
skizzierte rekursive Algorlthmus 16st endliche Paritétsspiele in O(e-v?) vielen
Schritten, wobei e die Anzahl der Kanten, v die Anzahl der Knoten und d die
maximale Prioritdt ist. Dies liefert einen Leerheitstest fiir PBA, der in Zeit
nP®) 14uft, wenn die Stelligkeit des Alphabets fest ist. ad

Oft ist es nicht nur wichtig, von einem PBA A zu wissen, ob die von
ihm erkannte Sprache nicht-leer ist, sondern—falls sie es ist—auch noch einen
Zeugen dafiir zu erhalten. Dies ist ein unendlicher Baum ¢ € L(A), und man
kann im Allgemeinen nicht erwarten, dass sich solch einer in endlicher Zeit
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konstruieren lasst. Im Folgenden zeigen wir noch, dass es aber zu jeder nicht-
leeren, PBA-erkennbaren Sprache einen solchen Baum gibt, der sich endlich
repréasentieren lésst.

Definition 15.13. Sei X' ein Alphabet mit Stelligkeiten {1,...,m}. Ein
Baum tiber X heifit endlich reprdsentierbar, falls er nur endlich viele nicht-
isomorphe Teilbdume hat.

Die endlich repréasentierbaren w-Béume sind also genau diejenigen, die sich
durch Gleichungssysteme der Form

tl = al(tilvl, . ’til,a(al))

tn = an(tin,w' St

ima(an))

darstellen lassen. Dabei stellt die i-te rechte Seite einen Baum dar, der an der
Wurzel die Beschriftung a; hat, worunter dann die Teilbdume ¢;, , ... hingen.
Eine etwas genauere Analyse des Beweises von Satz 15.12 liefert dann das
gewiinschte Resultat.

Korollar 15.14. Sei A ein PBA. Es gilt L(A) # ( genau dann, wenn es
einen endlich reprisentierbaren Baum t gibt, so dasst € L(A) gilt.

Beweis. Die Richtung “<” ist offensichtlich. Die Richtung “=" folgt aus
Satz 15.12. Sei A = (Q, X, qo,,2) mit L(A) # 0. Dann hat Spieler A ei-
ne positionale Gewinnstrategie s fiir das Spiel G(A™,t,). Diese ist vom Typ
Q — @™, wobei m die maximale Stelligkeit des Baumalphabets ist. Wir
benutzen nun s, um einen endlich reprisentierbaren Baum zu konstruieren.
Dieser ergibt sich als maximale Losung fiir ¢4, im Gleichungssystem, welches
fiir jedes ¢ € @ die folgende Gleichung enthélt.

tqg = b(tqil e 7tQin)

falls st(b) = n und s(q) = (giy,---,4i,) € 6(g,b).

Zuerst zeigen wir, dass dieses Gleichungssystem existiert. Nach Vorausset-
zung ist s(qo) definiert. Also existiert ein b € X mit s(q) = (¢,,---,¢,) €
d(qo,b). Da im Spiel G(A™,t,) nun Spieler P mit der Wahl eines ¢;, antwor-
tet, muss s(g;;) wiederum fiir alle j = 1,...,n definiert sein. Dieser Prozess
terminiert, da es nur endlich viele Zustédnde gibt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass tq, € L(A) gilt. Man sieht leicht, dass es
einen Lauf von A auf ¢4, gibt—dieser beschriftet die Wurzel eines Unterbaums
ty mit dem Zustand g. Dass dieser Lauf erfolgreich ist, folgt aus der Tatsache,
dass s eine Gewinnstrategie fiir Spieler A in G(A™~,t,) ist. Beachte, dass jeder
Pfad in diesem Lauf einer Partie in G(A™,t,) entspricht, in der Spieler A
gemif der Strategie s gewihlt hat. Also ist die grofite, unendlich auftretende
Prioritdt in dieser Partie gerade. Die Prioritéiten im Spiel sind jedoch die
der Automatenzustéinde. Also ist auch die grofite, unendlich oft auftretende
Prioritat auf jedem Pfad des Laufs gerade. a
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Logiken auf unendlichen Bdumen

Wir benutzen nun das Komplementierungsresultat aus dem vorigen Kapi-
tel in néchstliegender Art und Weise: Wir erweitern die monadische Logik
zweiter Stufe dahingehend, dass ihre Formeln nun iiber unendlichen Baum-
en interpretiert werden. Dazu muss die Syntax leicht verdndert werden. Die
resultierende Logik nennen wir MSOT. Der Komplementabschluss der von
Paritdts-Baumautomaten erkannten Sprachen liefert dann wie zuvor bei Au-
tomaten und Logiken auf endlichen und unendlichen Wértern die Entscheid-
barkeit dieser Logik.

Am Ende des Teils iiber unendliche Worter haben wir noch die Temporal-
logik LTL kennengelernt. Deren Mechanismen zur Definition einer Sprache
unendlicher Worter sind verschieden von denen in MSO; komplexere Aus-
sagen werden aus einfacheren lediglich durch temporale Operatoren erstellt.
Dies sind Operatoren, die intuitiv gesehen weiter in die Zukunft in einem
vorliegenden Wort schauen.

Temporallogik kann man genauso auf Biéumen betrachten. Hier ist ledig-
lich der Zeitbegriff ein anderer. Bei der Linearzeit-Temporallogik ist die Zu-
kunft determiniert; jeder Zeitpunkt hat genau einen eindeutigen Nachfolger.
Genauso kann man aber den Standpunkt vertreten, dass die Zukunft nicht
determiniert ist, ein Zeitpunkt also mehrere Nachfolger haben kann. In dieser
Sichtweise ergeben sich Bidume als natiirliches Modell fiir zeitliche Abldufe.
Damit lassen sich dann z.B. wieder Programme spezifizieren und verifizieren.
Der Unterschied zu dem in Abschnitt 11.4 vorgestellten Verfahren besteht dar-
in, dass mit den Logiken {iber Baumen Aussagen iiber Verzweigungsmoglich-
keiten im Programm gemacht werden konnen.

In diesem Kapitel stellen wir zwei temporale Logiken vor: CTL* und L,,.
Erstere erweitert im Grunde das in Kap. 11 vorgestellte LTL in natiirlicher
Weise auf Baummodelle; zweitere baut auf ein sehr kleines Fragment von FO
mithilfe von sogenannten Fizpunktquantoren auf, um komplexe Aussagen iiber
Baume zu generieren.

Wir interessieren uns insbesondere fiir die Entscheidbarkeit dieser Logi-
ken. In beiden Fillen ist diese nicht offensichtlich zu erkennen. Wir benutzen

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3_16, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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dann das soeben gewonnene Entscheidbarkeitsresultat fiir MSOT, um die Ent-
scheidbarkeit dieser beiden Logiken zu demonstrieren.

16.1 MSO auf Baumen

16.1.1 Syntax und Semantik

Wir betrachten jetzt eine zweitstufige Logik MSOT, die sich zu Baumautoma-
ten so verhilt wie MSO zu Biichi-Automaten. So wie MSO hat auch MSOT
erst- und zweitstufige Variablen; die erststufigen Variablen rangieren hier aber
iiber Positionen in einem unendlichen Baum, also endlichen Wértern iiber ei-
nem Alphabet A von Richtungen. Oft ist A = {1,2}; man hat es dann nur
noch mit unendlichen bindren Bdumen zu tun. Die zweitstufigen Variablen
rangieren {iber Mengen von solchen Positionen, also Sprachen iiber A.

Definition 16.1. Seien zwei abzéhlbar unendliche Mengen von erststufigen
Variablen Vi = {z,y,...} und zweitstufigen Variablen V5 = {X|Y,...}
gegeben. Formeln der monadischen Logik zweiter Stufe auf Bdumen—kurz
MSOT—iiber V7, V5 sind gegeben durch folgende Grammatik.

o u= x=y|ar=c|ax=yd| X(x)| o1V |@|Ir.e|IXp

wobei d € Aund z,y € V1 und X € V5.

Wie bei den allen zuvor betrachteten Logiken erlauben wir natiirlich auch
wieder weitere Boole’sche und logische Operatoren als Abkiirzungen. Aufer-
dem schreiben wir auch z#£¢ oder x#y statt —(z=¢) etc.

Die Semantik ist ebenfalls auf natiirliche Weise gegeben.

Definition 16.2. Ein Belegung Z ordnet den erststufigen Variablen Worter
iitber A und den zweitstufigen Variablen Sprachen iiber A zu. Das Update einer
Belegung I an einer einzelnen Stelle a schreiben wir wieder z.B. als I[z — w).

Die Semantik der MSOT ist definiert als die folgende Relation zwischen
Belegungen und Formeln:

IEz=y < I(x)=1()

IEx=e¢ — I(z)=¢

I Eo=yd <= I(z)=1I(y)d

I=EX(x) <<= I(@x)ellX)

IEpVvYy <<= ITkEpoderlEy

I'E-e —= I}y

I3z <= es gibt ein w € A*, so dass I[z — w] = ¢
I'E3X.p <<= esgibt LC A* sodass I[X — L] = ¢

Als Beispiel fiir die Verwendung von MSOT-Formeln betrachten wir die
Definition eines Pfades in einem Baum.



16.1 MSO auf Biumen 207

Beispiel 16.3. Gesucht ist eine MSOT-Formel Path(X,z) mit freier zweitstu-
figer Variable X und freier erststufiger Variable x, die von einer Interpretation
I genau dann erfiillt wird, wenn I(X) die Knotenmenge eines Pfads ist, der
in I(x) beginnt.

Wir betrachten zunéchst den einfacheren Fall, dass der Pfad in der Wurzel
des Baums beginnen und in einem Knoten y enden soll. Dann muss diese
Wurzel zu X gehoren, und es muss gelten, dass

e jeder Knoten, der zu X gehort, aber nicht selbst schon y ist, genau einen
Nachfolger hat, der ebenfalls zu X gehort, und
e alle Nachfolger aller anderen Knoten nicht zu X gehoren.

Die Formel RootPath(X) = Yw.AuzPath(X,w,e) driickt dies aus, wobei
AuzPath(X,w,v) = (w=v— X(w)) A

(X (w) — Vy. /\ y=wd — =X (y)) A
deA
(X (w) — Jy. \/ y=wd A X (y)A
deA
Vz. /\ z=wd — =X (2))
d'e A\{d}

Um nun die gewiinschte Formel Path(X,z) zu erhalten, muss man ein paar
Tricks anwenden. Es reicht nicht aus, einfach Yw. AuzPath(X, w, x) dafiir her-
zunehmen. Dies wiirde auch von einer Interpretation erfiillt, die mehrere—
sogar bis zu unendlich viele—verschiedene Pfade in X beschreibt, die sich
nirgendwo treffen und von denen einer x enthélt. Stattdessen verlangen wir
einfach zusétzlich, dass jeder Knoten, der zu X gehort und nicht der desi-
gnierte Startknoten x selbst ist, auch einen Vorgédnger in X hat. Dies hat
zur Folge, dass jede unerwiinschte Teilmenge von X, die einen Pfad irgendwo
ohne x bildet, bis zur Wurzel fortgesetzt werden muss. Dass es mehr als eine
solche gibt, ist bereits dadurch ausgeschlossen, dass jeder Knoten in X genau
einen Nachfolger in X hat. So bleibt nur noch der einzige Fall auszuschlielen,
dass X zwei Pfade bildet, von denen der eine in = startet, der andere in der
Wurzel. Dies ist aber leicht getan, indem man x#¢ als Bedingung einfiigt.

Path(X,z) = (Vw.AuxPath(X, w, T)A

(X (w) AN w#z) — Jv. \/ w=vd N\ X(v))) A
deA
x#e — =X (e)

16.1.2 Entscheidbarkeit

Hat man eine endliche Menge V von Variablen (erst- und zweitstufig), so kann
man Belegungen, die sich hochstens auf diesen Variablen von den Defaultwer-
ten € und ) unterscheiden, durch Béume iiber dem Baumalphabet X := P(V)
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und st (z) = |4| kodieren. Hierzu fixiert man eine Ordnung auf A; 0.B.d.A.
setzen wir voraus A = {1,2,...,n}, also st(z) = n fir alle z € V.
Eine Belegung 7 definiert dann den Baum

tz(w) ={X X eVund weZ(X)}U{z |z €V und w=Z(X)}

Durch Induktion iiber den Formelaufbau kann man nun zu jeder Formel ¢
einen dquivalenten PBA A, konstruieren. Existentielle Quantifikation und
Disjunktion werden mit Nichtdeterminismus (Lemma 14.3) behandelt, fir die
Negation verwenden wir den Komplementabschluss; die atomaren Formeln
werden durch explizite Automatenkonstruktion kodiert.

Satz 16.4. Fir jede MSOT-Formel ¢ existiert ein PBA A, so dass fir alle
Interpretationen I der Variablen in ¢ gilt: tz € L(A,) <= I = A,.

Mit Hilfe von Satz 15.12 erhalten wir dann die Entscheidbarkeit.
Korollar 1. Das Erfillbarkeitsproblem fiir MSOT ist entscheidbar.

Es sollte klar sein, dass dieses Problem mindestens so schwierig ist wie das
Erfiillbarkeitsproblem fiir MSO auf unendlichen Woértern, da sich unendliche
Worter als Spezialfall unendlicher Baume ergeben. Das so erhaltene Entschei-
dungsverfahren hat also ebenfalls nicht eine elementare Komplexitit.

16.2 Volle Baumzeit-Logik

Wir erinnern uns zunéchst an die Logik LTL, deren Formeln aus atomaren
Propositionen in P aufgebaut wurden mithilfe der Boole’schen Operatoren
und den temporalen Operatoren () und U (sowie den Abkiirzungen F, G und
R). Die Syntax von CTL* fiithrt nur noch zwei weitere Operatoren ein: E und
A stellen Quantoren iiber Pfade dar. Eine CTL*-Formel besteht lediglich aus
einer Schachtelung von mehreren LTL-Formeln, denen jeweils ein Pfadquantor
vorausgestellt wird. Anders ausgedriickt: Wir benutzen die Aussagekraft von
LTL auf Wortern, um Aussagen iiber Bdume zusammenzustellen, indem man
erstere mit Aussagen der Form “es gibt einen Pfad” bzw. “auf allen Pfaden
gilt” kombiniert.

16.2.1 Syntax und Semantik

Definition 16.5. Sei ¢ eine LTL-Formel, ¢ eine atomare Proposition und v
eine Formel. Dann entsteht ¢[1)/q] aus ¢ dadurch, dass jedes Vorkommen von
q durch 1 ersetzt wird.

Sei P eine Menge atomarer Propositionen. Formeln der Baumzeit-Tempo-
rallogik (CTL*) bilden die kleinste Menge, fiir die folgendes gilt.

e Ist € LTL, so ist EA € CTL*.
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e Sind ¢,y € CTL*, so sind ¢ V ¢, ~p € CTL*.
e Ist ¢,y € CTL* und ist g atomare Proposition, so ist ¢[¢/q] € CTL*.

Neben den bereits erwahnten Abkiirzungen fiir LTL-Operatoren schreiben wir
auch Ay statt “E—p.

CTL*-Formeln interpretieren wir an Knoten in einem unendlichen Baum.
Wie in Kap. 11 bei den Woértern sind die Alphabete zur Beschriftungen dieser
Béaumen wieder exponentiell grof}, da die Logik iiber atomare Propositionen
definiert ist. Es gilt also im folgenden immer X = 27. Beachte allerdings,
dass es sich hier um ein Baumalphabet handelt. Den Symbolen sind also noch
Stelligkeiten zuzuordnen. Der Einfachheit halber wéhlen wir einen festen Ver-
zweigungsgrad d fiir alle Baume. Dieser ist wichtig, denn die Erfiillbarkeit
einer CTL*-Formel kann von diesem Verzweigungsgrad abhéingen.

Definition 16.6. Sei t ein Baum iiber dem Alphabet ¥ = 2% mit Stelligkeit
d. Mit Paths;(v) bezeichnen wir die Menge aller Pfade in ¢, die in dem Kno-
ten v beginnen. Auflerdem schreiben wir hier =prp, fiir die Modellbeziehung
zwischen einem solchen Pfad und einer LTL-Formel.

CTL*-Formeln werden induktiv in solchen B&umen t wie folgt interpre-
tiert. Dabei sei v € dom(t) ein Knoten in ¢.

t,v |= Ef <= es gibt 7 € Paths;(v) mit 7 E=p7r, 0
tLvlEeVy — t,vlEpodert,v =Y

t,v = —p = Lol

t,vlEel/q <= t,v}= ¢ wobeit’ definiert ist iiber

t'(w) := t(w)U{q} , fallst,w 1
T tw)\{g} , sonst

Beispiel 16.7. Die Formel A(GFp — GFq) besagt, dass auf allen Pfaden, auf
denen unendlich oft p gilt, auch unendlich oft ¢ gelten muss. Dies ist z.B. nicht
dasselbe wie AGFp — AGFq, was besagt, dass auf allen Pfaden ¢ unendlich oft
gelten muss, wenn dies fiir p schon der Fall ist.

Wir bringen noch ein zweites Beispiel fiir die Bedeutung von CTL*-
Formeln, welches dem Bereich der Programmspezifikation entnommen ist.

Beispiel 16.8. Es seien n Verbraucherprozesse gegeben, die iiber atomare Pro-
positionen 7;, ¢ = 0,...,n — 1, einen Request signalisieren. Diese werden von
einem Scheduler verwaltet. Das Beantworten einer Anfrage des i-ten Prozesses
wird iiber die Proposition g; (fiir Grant) modelliert. Die Formel

besagt z.B. dass jeder Prozess immer wieder eine Anfrage startet.
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Der Scheduler soll die Anfragen in einem FIFO-Buffer verwalten. Dazu
werden zwei Anfragen eines Prozesses, die nicht von einem anderen unterbro-
chen werden, nicht unterschieden. Die Formel

o = 7\1 N\ A= (7“1- AO (ﬁgiU(rj A =gi A O(ﬁgiUgﬂ)))

i=0 j#i

soll besagen, dass die Anfragen in der Reihenfolge abgearbeitet werden, in der
sie auftreten.

Eine wiinschenswerte Eigenschaft ist dann die, dass jede Anfrage auch ir-
gendwann beantwortet wird. Dies wird durch die folgende Formel ausgedriickt.

n—1

p2 = AG /\ (’I"i — Ang>
=0

Die Erfiillbarkeit der Formel ¢g A 1 A s ist dann gleichbedeutend mit der
Frage, ob das Design des Systems schliissig ist.

16.2.2 Entscheidbarkeit

Mit den bis hierher erarbeiteten Methoden ist die Entscheidbarkeit der Lo-
gik CTL* nicht allzu schwer einzusehen. Genauer gesagt: Es sollte nicht iiber-
raschen, dass sich CTL* dquivalenzerhaltend in MSOT einbetten lisst. Zur
Erinnerung: LTL ldsst sich nach FO iibersetzen; CTL*-Formeln sind (Boo-
le’sche Kombinationen von) verschachtelten LTL-Formeln, denen jeweils ein
Pfadquantor vorangestellt wird. Wir haben bereits gesehen, dass sich iiber
Pfade in MSOT quantifizieren ldsst. Dann muss lediglich noch die aus einer
LTL-Formel entstehende FO-Formel auf entsprechende Pfade relativiert wer-
den, um so eine Ubersetzung von CTL* nach MSOT zu erhalten.

Satz 16.9. Fir jede CTL*-Formel ¢ gibt es eine dquivalente MSOT-Formel
@' mit |¢'| = O(|e]).

Beweis. Zunéchst definieren wir eine Funktion #r’y ,, die eine LTL-Formel
in eine dquivalente FO-Formel mit einer freien erststufigen-Variablen x und
einer freien zweitstufigen Variablen X iibersetzt. Es soll folgendes fiir alle
Pfade m = vg, v1, ... und alle LTL-Formeln 6 gelten.

mikE0 < w,Nilktr ()

Anders gesagt: Wenn die zweitstufige Variable X durch die Menge aller Po-
sitionen in dem Pfad interpretiert wird, dann soll #r'y  (€) an der Stelle i
dasselbe ausdriicken wie 0. Wie {iblich werden atomare Propositionen ¢ wie-
der als freie, zweitstufige Variablen angesehen.
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trix.(a) = q(@)
tr’X’x(ﬁl \Y 92) = tr/Xym(Ql) \Y t?“/ny(Hg)

try o(=0h) = —tr’x,
d—1
tr'y (O0) = Fy. \[ (y = zi) A X (y) A tr'y ()
i=0
tr'y »(01U02) = 3y.X(y) Atr'y ,(62) A

Vz.(X(2) A betweenx (, z,y)) — tr'y (61)

wobei die quantifizierten y, z jeweils frische Variablen sind. Das Hilfspridikat
between x (x, z,y) soll ausdriicken, dass z unterhalb von z liegt oder dem gleich
ist, aber echt oberhalb von y liegt. Dies ist recht einfach, wenn wir (zurecht)
annehmen, dass alle drei Positionen bereits zu X gehoren, und X einen Pfad
bildet. Dies bedeutet dann lediglich, dass einerseits jede Teilmenge von X, die
unter Nachfolgern in X abgeschlossen ist,

a) z enthélt, wenn sie  enthélt, und
b) y enthilt, wenn sie z enthilt.

Zudem diirfen z und y nicht gleich sein.

betweenx (x,z,y) = z#y A VY.Suff(X,Y) —
(Y(2) = Y(2) A (Y (2) = Y (1))

wobei
d—1
Suff (X,Y) = (Va.Y(r) = X(2)) AVa.Vy. /\ (Y(2) Ay = i) = X(y))
i=0

Beachte auch, dass |trx ,(0)] = O(|]) gilt, da der Verzweigungsgrad d fest
ist.

Darauf aufbauend definieren wir eine Ubersetzung von CTL* nach MSOT
induktiv iiber den Aufbau von CTL* wie folgt.

try(E0) = 3IX.Path(X,z) A tr'y ,(0)
tra(p V) = tra(p) Vire ()
tra(mp) = —itra(p)
tre(plv/a]) = tre(o)ltry, (¥)/q(yr), .. try, (V) /a(yn)]
wobei in der letzten Klausel y1, . .., y, alle erststufigen Variablen sind, fiir die

eine Unterformel ¢(y;) in tr,(¢) vorkommt. Das Priadikat Path(X,z) besagt,
dass die Menge X aus einem Pfad entstanden ist, der in x beginnt. Wie dies
in MSOT zu formulieren ist, wurde schon in Abschnitt 16.1 gezeigt.

Man vergewissert sich leicht, dass die Ubersetzung nur einen linearen Blow-
Up hat. Die Korrektheit kann auch leicht per Induktion gezeigt werden. Die
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Induktionshypothesen sind die oben genannte Spezifikation fiir ¢’y , sowie das
folgende. Fiir alle Baume ¢ und alle Knoten v darin und alle CTL*-Formeln
@ gilt

tboEe <<= tovEitr.(p).

O

Daraus folgt unmittelbar die Entscheidbarkeit von CTL*. Das so erhaltene
Entscheidungsverfahren ist allerdings lange nicht optimal. Durch die beliebi-
ge Alternierung von existentiellen und universellen Pfadquantoren kann die
resultierende MSOT-Formel ebenfalls unbeschriinkte Alternierung der Quan-
toren haben. Daher ist Erfiillbarkeit fiir die resultierenden Formeln zun#chst
nur in nicht-elementarer Zeit zu entscheiden. Das Erfiillbarkeitsproblem fiir

01
CTL* ist jedoch vollstéindig fiir die Komplexititsklasse DTIME (22 ). Ein
Verfahren, welches in dieser Zeit lduft, erhélt man jedoch nicht so leicht mit
den hier vorgestellten Methoden.

Korollar 16.10. Das Erfillbarkeitsproblem fiir CTL* ist entscheidbar.

Konsequenterweise kann man natiirlich auch fragen, ob man mit CTL*
vielleicht bereits alles ausdriicken kann, was mit MSOT moglich ist. Die Ant-
wort ist “nein”, und dafiir gibt es zwei Griinde. Erstens erbt CTL* die Un-
zulénglichkeiten von LTL. D.h. es ist z.B. nicht moglich auszudriicken, dass es
einen Pfad gibt, auf dem in gerader Tiefe die Proposition ¢ gilt. Der Beweis
ist natiirlich nicht so leicht, und deswegen fithren wir ihn hier auch nicht.

Zweitens kann man sich leicht iiberlegen, dass CTL*-Formeln invariant
unter Vertauschungen von benachbarten Unterbdumen sind. Das sieht man
z.B. daran, dass Zugriffe auf Nachfolger eines Knotens nur quantifiziert in
der Form “es gibt einen Nachfolger” (oder eben negiert) vorkommen. Man
betrachte auch noch einmal die Ubersetzung von CTL* nach MSOT. Unter-
formeln der Form x = yi stehen dort nur unter Disjunktionen oder Konjunk-
tionen, die diese Quantifizierungen modellieren. Somit sollte klar sein, dass
z.B. keine CTL*-Formel zwei Baume der Form

P P

AN und AN
t1 to to ty
unterscheiden kann. Dies ist aber leicht in MSOT moglich.

16.3 Modaler p-Kalkiil

Als zweite Anwendung des Entscheidbarkeitsresultats fiir MSOT auf andere
Logiken betrachten wir den modalen p-Kalkiil. Dieser entsteht aus Modallogik
durch Hinzunahme von Fixpunktquantoren. Deswegen beschéftigen wir uns
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kurz mit Modallogik auf Baumen. Diese erweitert Aussagenlogik um Operato-
ren, mit denen man intuitiv gesehen einen Schritt tiefer in den Baum schauen
kann. Eine Unterscheidung zwischen der Ordnung verschiedener Nachfolger
wie oben im Beispiel, dass CTL* u.a. von MSOT trennt, ist ebenfalls dadurch
nicht moglich.

16.3.1 Modallogik

Wie oben sind unsere Modelle wieder unendliche Béume eines festen Verzwei-
gungsgrads d > 2, deren Knoten mit Mengen von Propositionen beschriftet
sind.! Es gilt also wieder X = 27.

Definition 16.11. Formeln der Modallogik (ML) sind gegeben durch die fol-
gende Grammatik.

e u= qleVel-p|Op
wobei g € P.

Neben den iiblichen Boole’schen Abkiirzungen fiihren wir auch einen dua-
len Operator zu dem Modaloperator < (sprich “diamond”) ein: Oy = ~O—p.

Definition 16.12. Formeln der Modallogik werden wie bei CTL* in Knoten
eines Baums interpretiert.

t,v=q <~ q€et(v)

tbvEeVyYy <= tivEypodert,vEy
t,v = = tuly

t,v = <Op < esgibt i < dmit t,vi =@

Die Formel ¢ bedeutet also “es gibt einen Nachfolger(knoten), in dem ¢
gilt”. Somit liest sich Oy als “auf allen Nachfolgern gilt ¢”.

Sei FO das Fragment von MSOT, welches dadurch entsteht, dass Quan-
tifizierung {iber Mengen verboten wird. Man erkennt sofort, dass Modallogik
ein Fragment von FO ist—die Semantik ist ja wie bei LTL bereits in erststufi-
ger Logik aufgeschrieben. Andererseits kann man recht leicht zeigen, dass FO
echt mehr kann als ML. Insbesondere ist die Sprache aller Baume, in denen ¢
in wenigstens einem Knoten gilt, nicht ML-definierbar. Der Grund dafiir ist
der, dass eine feste ML-Formel nur Aussagen iiber die obersten k Schichten
in einem Baum machen kann, wobei k die maximale Anzahl von Schachtelun-
gen des O-Operators in der Formel ist. Den genauen Beweis belassen wir als
Ubung.

Satz 16.13. ML < FO.

! Man konnte auch d = 1 zulassen, womit wir unendliche Wérter als degenerierte
Bédume ansehen wiirden. Da sich auf Wortern jedoch teilweise andere Resultate
ergeben, wollen wir diesen Fall hier explizit ausschliefen.



214 16 Logiken auf unendlichen Bdumen
16.3.2 Fixpunktquantoren

Gesucht ist nun nach einer Moglichkeit, ML so zu erweitern, dass elementare
Aussagen wie die iiber die Erreichbarkeit eines Knotens moglich werden, ohne
gleich zur vollen Ausdrucksstarke von MSOT greifen zu miissen. Dazu bieten
sich Fixpunktquantoren an. Um zu erkldren, was das ist, brauchen wir Formeln
der Modallogik in positiver Normalform: Negationssymbole kommen nur vor
atomaren Propositionen vor; dafiir diirfen A und O als primitive Operatoren
verwendet werden.

Lemma 16.14. Zu jeder ML-Formel ¢ gibt es ein dquivalentes @’ in positiver
Normalform, so dass |¢'| < 2-|p|.

Beweis. Ubung.

Zur notationellen Vereinfachung nehmen wir nun zweitstufige Variablen
X,Y,... in die Syntax dieser Logik auf. Vom Typ her gesehen sind diese
nichts anderes als atomare Propositionen. Wir machen die Unterscheidung
hier lediglich, um diejenigen Propositionen, die in einem Modell interpretiert
werden (g, p, ...) von denjenigen, die fiir besagte Fixpunktquantoren benutzt
werden, zu trennen.

Eine Formel ¢(X1,...,X,) mit freien, zweitstufigen Variablen wird dann
wie iiblich mithilfe einer Umgebung p, die jede freie Variable auf eine Menge
von Knoten in einem Baum abbildet, interpretiert. Dazu nimmt man lediglich
zur Semantik in Def. 16.12 die Klausel

tvE, X <= wveplX)

auf und reicht die Umgebung rekursiv in den iibrigen Féllen weiter. Wir schrei-
ben p[X — V] fiir die Umgebung, die X auf V' und alle anderen Variablen Y
auf p(Y") abbildet.

Beachte: Ist ¢(X) in positiver Normalform, so steht kein Negationszei-
chen vor X. Hier wird also auch die Unterscheidung zwischen atomaren Pro-
positionen, die negiert werden diirfen, und zweitstufigen Variablen, die dies
nicht diirfen, gemacht. Eine einfache Induktion iiber den Formelaufbau be-
weist dann das folgende Lemma.

Lemma 16.15. Sei ¢ eine ML-Formel. Fir jeden Baum t, jede Variable X
und jede Umgebung p ist die Abbildung

Vs v tv Eyxov) ¢}
vom Typ 240m®) — 2dom(t) monoton.

Beweis. Ubung,.
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Beachte, dass 2%°™() fiir jeden Baum ¢ einen vollstindigen Verband mit
der Ordnung C bildet. Laut einem Satz, den wir im Folgenden noch présentieren
werden, hat jede solche Abbildung einen jeweils eindeutig bestimmten kleinsten
und grofiten Fixpunkt. Dies sind also Mengen V, die unter solch einer Abbildung
invariant bleiben. Solche Fixpunkte werden wir benutzen, um Operatoren in
der Logik zu definieren.

Definition 16.16. Formeln des modalen p-Kalkiils in positiver Normalform
(L£,,) sind gegeben durch die folgende Grammatik.

o = qlq[ X [eVelene|Op|[DOp|uXe|vXp
wobei ¢ € P und X zweitstufige Variable ist.
Die Interpretation dieser neuen Konstrukte ist wie folgt.

Definition 16.17. Sei t ein Baum iiber 2% und p eine Umgebung mit p(X) C
dom(t) fiir alle Variablen X. Die Semantik einer £,-Formel wird induktiv
folgendermaflen definiert.

t,v =, q — qet(v)

tv Ep g = qZtv)

tvlE, X —= vepX)

tvlE,pVY <<= tvE,podert,vEy

v, oAy = tuvE,pundtviEy

t,v =, Op <= esgibti<dmittvil=,p

t,v =, Oy < firallei <dgilt: t,vi =, ¢

t,vlE, uX.o < wveV, wobei V kleinster Fixpunkt der Abbildung
W — {’LU | tw ':p[XHW] 90} ist

tvlE,vX.p < veV, wobei V groBter Fixpunkt der Abbildung

W= A{w [ t,wExow) ¢} ist

Zum Versténdnis dariiber, welche Eigenschaft von einer gegebenen L,-
Formel ausgedriickt wird, ist diese Semantik natiirlich nicht besonders hilf-
reich, da man sich die kleinsten und grofiten Fixpunkte dieser Abbildung nur
schwer bildlich vorstellen kann. Dabei hilft eher die Intuition, die man erlangt,
wenn man sich pX.¢ als endliche Rekursion und v X.¢ als moglicherweise un-
endliche Rekursion vorstellt. Rekursion bedeutet dabei, dass man die Formel
in einem Knoten eines Baums top-down auswertet; wenn diese Auswertung
auf die Variable X stoft, fingt man wieder bei pX.p bzw. vX.p an. Dies wird
in den folgenden Beispielen verdeutlicht.

Beispiel 16.18. Die Sprache aller Bédume, die einen Knoten enthalten, der
q erfiillt, ist—wie oben gesagt—micht ML-definierbar. Sie ist jedoch L,-
definierbar durch die Formel pX.q V ¢X. Den kleinsten Fixpunkt der ent-
sprechenden Abbildung kann man auch iterativ berechnen, indem man zuerst
der Variablen X den Wert () zuweist, damit dann ¢ V ©X auswertet, dieses
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Ergebnis als nichsten Wert fiir X hernimmt usw. Alternativ ergibt sich so
die Menge aller Knoten, die die unendliche Formel ¢ V &(qg VvV gV O(g V...
erfiillen. Dies sind eben genau diejenigen Knoten, von denen aus ein Knoten,
der g erfiillt, erreichbar ist.

Andererseits sieht man recht schnell, dass vX.q V ©X nichts besonders
Interessantes ausdriickt. Diese Formel ist dquivalent zu true, denn der grofite
Fixpunkt der Abbildung, die eine Knotenmenge W auf die Menge aller Knoten
schickt, die ¢ erfiillen oder einen Nachfolger in W haben, ist in jedem Fall
dom(t) selbst.

Eine zusiitzliche Schwierigkeit zum Formelverstindnis (und auch der algo-
rithmischen Komplexitét einer Formel) entsteht durch Fixpunktalternierung—
die Verschachtelung andersartiger Fixpunktquantoren. Sei z.B. ¢(X,Y") eine
Formel mit zwei freien Variablen X und Y. Dann driicken pX.vY.¢o(X,Y") und
vY.uX.o(X,Y) i.A. nicht dasselbe aus.? Als Faustregel fiir die oben skizzierte
Intuition iiber endliche und unendliche Rekursion gilt: Die weiter auflen lie-
genden Quantifizierung ist stérker. Evaluiert man also eine £,-Formel durch
die skizzierte Abwicklung, so muss man dafiir sorgen, dass die Variable, die
am weitesten auflen gebunden ist und durch die man unendlich oft rekursiv
lduft, durch ein v und nicht durch ein p gebunden ist.

Beispiel 16.19. Die Formel v X.uY.(g A ©X) V OY besagt, dass es einen Pfad
gibt, auf dem unendlich oft ¢ gilt. Ist es moglich, auf einem Baum der Formel
unendlich lange zu folgen und dabei rekursiv unendlich oft durch die Fixpunkte
zu laufen, so muss man einen Pfad gefunden haben, den man schrittweise
durch die ©-Operatoren konstruiert hat, auf dem unendlich oft ¢ gilt. Nur
in Knoten, in denen ¢ gilt, kann man ja ¢ A &X durchlaufen. Ansonsten
wiirde man also als d&uflerste Variable, die unendlich oft durchlaufen wird, das
Y haben. Dies ist aber vom Typ p und darf deswegen nicht unendlich oft
rekursiv durchlaufen werden—es sei denn, ein weiter dufleres v wird ebenfalls
unendlich oft durchlaufen.

Diese Intuition erinnert stark an die Paritdtsbedingung. In der Tat ist es
so, dass man die Frage, ob ein Baum eine £,-Formel erfiillt, auch als Losen
eines Paritétsspiels auffassen kann. Wir werden hier jedoch nicht n&her darauf
eingehen.

16.3.3 Entscheidbarkeit

Die Entscheidbarkeit der Logik £, ist noch weniger ersichtlich als dies bei
CTL* der Fall war. Wiederum kann diese aber durch eine dquivalenzerhalten-
den Ubersetzung nach MSOT gezeigt werden. Der Trick dabei ist es einzuse-
hen, dass die verwendeten kleinsten und grofiten Fixpunkte in monadischer

2 Beachte, dass sich existentielle und universelle Quantoren in der Pridikatenlogik
auch nicht beliebig vertauschen lassen.
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Logik zweiter Stufe definierbar sind. Dazu hilft der Satz von Knaster-Tarski,
den wir hier nicht in der allgemeinen Form fiir beliebige monotone Funktionen
auf vollstdndigen Verbénden, sondern speziell fiir die in unserem Fall inter-
essanten Verbidnde bringen.

Satz 16.20. Sei M eine Menge und (2, C) der Potenzmengenverband iiber
M mit Suprema | J und Infima (). Sei aufferdem f : 2™ — 2M eine monotone
Abbildung. Dann hat f einen bzgl. C kleinsten Fizpunkt pf und einen grofiten
Fizpunkt vf, und es gilt folgendes.

pf = ({N|NC M und f(N) C N}
vf = |JIN|NC M und f(N) 2 N}

Den kleinsten Fixpunkt erhélt man also als Schnitt aller sogenannten Pra-
Fixpunkte, den grofiten als Vereinigung aller sogenannten Post-Fixpunkte.
Somit ist ein Knoten v z.B. im grofiten Fixpunkt einer monotonen Abbildung
f auf dem Potenzmengenverband des Domains eines Baums enthalten, wenn
es eine Knotenmenge V' gibt, so dass einerseits V' C f(V) und andererseits
v € V gilt. Entsprechendes gilt fiir die Inklusion im kleinsten Fixpunkt solch
einer Abbildung. Da diese Bedingungen leicht in MSOT zu definieren sind,
erhalten wir gleich eine Ubersetzung von L,, darin.

Satz 16.21. Fir jede L,,-Formel ¢ gibt es eine dquivalente MSOT-Formel ¢’
mit |¢'| = O(¢]).

Beweis. Die Ubersetzung folgt im Grunde dem induktiven Aufbau einer L,-
Formel. Beachte jedoch, dass eine £,-Formel in einem Knoten eines Baums
interpretiert wird. Somit muss die iibersetzte Formel wie bei CTL* eine freie
Variable enthalten. Deswegen konstruieren wir eine Ubersetzungsfunktion tr,
der wir eine erststufige Variable mitgeben.

tro(q) = q(z)

tro(—q) = —q(x)

tro(X) = X(z)

tra(e V) = tru(p) Viry(¢¥)

tra(pNY) = trz(dw)lAtu(w)

tra(Op) = \:/O(y = xi) A try(p)

ra(09) = N = i) = ()

tre(uX.p) = VY. Vy try(p[Y/X]) = Y(y)) = Y(x)

tro(vX.p) = Y (Vy.Y(y) = try(p]Y/X])) ANY (x)

Dabei ist ¢[Y/X] die Formel, die man aus ¢ erhilt, indem man jedes freie
Vorkommen der Variablen X durch Y ersetzt. Die letzte Klausel driickt somit
aus, dass es eine Menge Y gibt, welche x enthélt und ein Post-Fixpunkt der
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durch ¢(X) definierten Abbildung ist. Dies bedeutet, dass jeder Knoten, der
zu'Y gehort, auch zu der Interpretation von ¢ gehéren muss, wenn die Variable
X durch die Menge interpretiert wird, die Y darstellt.

Es gilt dann fiir alle Biume ¢, alle Knoten v € dom(t), alle Umgebungen
pund alle £,-Formeln ¢: t,v |=, ¢ <= t,v |=, try(p). Dies ist mithilfe von
Satz 16.20 so per Induktion {iber den Formelaufbau beweisbar. Die Umgebung
p wird hier auf beiden Seiten verwendet, um die zweitstufigen Variablen zu
interpretieren. Die erststufige Variable x auf der rechten Seite wird durch den
Knoten v interpretiert.

Letztendlich ist es leicht zu sehen, dass ¢r, () nur linear in || anwichst.

O

Eine direkte Konsequenz daraus ist wiederum die Entscheidbarkeit der
Logik £,,, auch wenn das so gewonnenen Verfahren wie bei CTL* nicht op-
timal ist. Da die resultierenden MSOT-Formeln unbeschrinkte Alternierung
zwischen existentiellen und universellen Quantoren aufweisen, ist das so er-
haltene Verfahren wieder nicht-elementar. Das Erfiillbarkeitsproblem fiir £,

ist jedoch “nur” vollsténdig fiir die Klasse DTIME(Z"O(I)).

Korollar 16.22. Das Erfiillbarkeitsproblem fiir L, ist entscheidbar.



Notizen

Automaten auf unendlichen Biumen wurden 1970 von M. O. Rabin ein-
gefithrt, um damit die Entscheidbarkeit der Verallgemeinerung der MSO
auf mehrere Nachfolgersymbole, also MSOT—s. Abschnitt 16.1—zu bewei-
sen [Rab69]. Er 16ste damit ein bedeutendes offenes Problem und zeigte, dass
aus diesem Resultat durch einfache Kodierung eine Reihe anderer Entschei-
dungsverfahren abgeleitet werden kénnen. Auflierdem demonstriert Rabin, wie
ein zuvor von einem anderen Autor bewiesenes und verdffentlichtes Theorem
(Satz von Wolfe) so in MSOT reprisentiert werden kann, dass die Giiltigkeit
des Theorems im Prinzip automatisch mit Hilfe des Entscheidungsverfahren
gezeigt werden konnte.

In einem kiirzlich veroffentlichten Interview bezeichnete M. O. Rabin diese
Arbeit als seine schwierigste [Sha06]. Man muss dazusagen, dass M. O. Ra-
bin mit Muller- und Rabin-Automaten (!) und nicht mit PBAs arbeitete und
auferdem das gesamte Gebiet von Grund auf entwickeln musste. Der hier
préasentierte, deutlich einfachere Beweis mit Paritétsspielen geht auf Y. Gure-
vich und L. Harrington zuriick [GH82].

Der Beweis, dass BBAs schwiicher als PBAs sind (Satz 14.8) wurde eben-
falls von M. O. Rabin gefunden [Rab70]. Dies ldsst sich auch noch weiter
verschirfen. Man kann zeigen, dass keine feste Anzahl an Prioritéiten ausreicht,
um alle PBA-erkennbaren Sprachen zu definieren. Die Klassen der Sprachen,
die sich jeweils mit hochstens k Prioritéiten erkennen lassen, bilden eine echte
Hierarchie mit steigendem k. Dies wurde zunéchst im Kontext des modalen
p-Kalkiils von J. Bradfield [Bra96, Bra98] und G. Lenzi [Len96] unabhéngig
voneinander gezeigt. Das Resultat lisst sich aber leicht auf alternierende Pa-
ritdtsbaumautomaten und dann auch auf PBA iibertragen. Ein sehr eleganter
Beweis, der Banachs Fixpunkttheorem [Ban22] benutzt, wurde schlielich von
A. Arnold gefunden [Arn99].

Wie oben erwéhnt, kann man die Determiniertheit fiir Paritétsspiele auch
aus einem allgemeineren Resultat folgern, ndmlich dem Satz von D. Martin,
der besagt, dass alle Spiele, deren Gewinnbedingungen iiber Sprachen in der
sehr allgemeinen Borel-Hierarchie definierbar sind, determiniert sind [Mar75].
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Es ist bekannt, dass die Paritédtsbedingung in sehr niedrigen Niveaus dieser
Hierarchie definierbar ist.

Der hier prisentierte rekursive Algorithmus zum Lésen von Paritétsspie-
len ist normalerweise als Algorithmus von McNaughton und Zielonka nach
R. McNaughton [McN93] und W. Zielonka [Zie98] bekannt. Die bislang un-
geklirte genaue Komplexitéit des Paritétsspielproblems hat zu einer Fiille an
weiteren Algorithmen gefiihrt, die aber alle nicht polynomiale Laufzeit haben.
M. Jurdziriski hat mehrere Algorithmen entworfen, z.B. den Small-Progress-
Measures-Algorithmus [Jur00], den diskreten Strategieverbesserungsalgorith-
mus zusammen mit J. Voge [VJ00, V6g00] und den ersten deterministischen
Algorithmus, der subexponentielle Laufzeit hat, zusammen mit M. Paterson
und U. Zwick [JPZ06]. Letzterer basiert auf dem Algorithmus von Mc-
Naughton und Zielonka. S. Schewe hat eine Variante der Strategieverbesserung
angegeben [Sch08] und den subexponentiellen Algorithmus noch weiter ver-
bessert [Sch07a]. Basierend auf den Techniken des Small-Progress-Measures-
Algorithmus kann man das Paritéitsspielproblem auch iiber das Erfiillbarkeits-
problem fiir die Aussagenlogik und dann durch Verwendung eines SAT-Solvers
16sen [Lan05, HKLN10]. S. Vorobyov hat zusammen mit diversen Co-Autoren
randomisierte Paritétsspielloser entworfen [PV01, BSV03]. Letztendlich ist
auch jeder Model-Checking-Algorithmus fiir den vollen, modalen u-Kalkiil ein
Loser fiir Paritéitsspiele, z.B. der Algorithmus von P. Stevens und C. Stirling
[SS98] oder der auf Tableaux basierende von R. Cleaveland [Cle90].

Beweise fiir exponentielle untere Schranken an die worst-case Laufzeit die-
ser Algorithmen wurden von M. Jurdzinski fiir den Small-Progress-Measures-
Algorithmus angegeben [Jur00] und von O. Friedmann fiir Strategieverbes-
serung [Fri09a], den rekursiven McNaughton/Zielonka-Algorithmus [Fri09b]
und den Model-Checker von Stevens/Stirling [Fril0] angegeben. Insbesondere
die Schranke an die Strategieverbesserung war eine groBe Uberraschung, da
bis dato allgemein vermutet wurde, dieser Algorithmus habe in Wirklichkeit
polynomiale Laufzeit.

Das Tool PGSOLVER 16st Paritétsspiele trotz der exponentiellen Schranken
in der Praxis sehr gut [FL09]. Es ist ebenfalls frei erhéltlich iiber die Webseite
http://www.tcs.ifi.lmu.de/ pgsolver.

Das zweite Paritéiitsspiel aus Aufgabe 99 ist einer Arbeit von N. Buhrke,
H. Lescow und J. Vige [BLV96] entnommen.

Unerwéhnt blieb der Zusammenhang der Paritdtsspiele mit allgemeine-
ren Auszahlungs- und stochastischen Spielen [HK66, ZP96]. Dieser Zusammen-
hang fithrte auch zum oben erwihnten Strategieverbesserungsalgorithmus fiir
Paritétsspiele von Jurdzinski und Voge, welcher sich auf einen Algorithmus
von A. Puri fiir Auszahlungsspiele abstiitzt [Pur95]. Dieser wiederum basiert
auf einem Algorithmus von A. Hoffman und R. Karp fiir stochastische Spiele
[HK66], welcher dem Simplexalgorithmus dhnelt und lineare Programmierung
benutzt.

Eine sehr gute Referenz zum Zusammenhang zwischen Automatentheorie,
Logik und der Theorie unendlicher Spiele wie den hier vorgestellten Paritétss-
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pielen bietet auch der von E. Griadel, W. Thomas und T. Wilke herausgege-
bene Sammelband [GTWO02].

Die Temporallogik CTL* wurde urspriinglich als Kompromiss zwischen
dem hier ebenfalls vorgestellten LTL und einer hier nicht vorgestellten Tem-
porallogik namens CTL von E. A. Emerson und J. Halpern eingefiihrt [EHS6].
Entscheidbarkeit dieser Logik scheint keine grofie Frage gewesen zu sein, ver-
mutlich aufgrund der recht leicht einzusehenden Ubersetzbarkeit in MSOT.
Die genaue Komplexitét stellte ein viel gréfleres Problem dar. Bereits 1985
konnten L. Stockmeyer und M. Vardi zeigen, dass das Problem zumindest hart
fir 2EXPTIME, also die Klasse aller Probleme, die deterministisch in doppelt
exponentieller Zeit gelost werden kénnen, ist. Das erste Entscheidungsverfah-
ren mit elementarer Komplexitdt—im Gegensatz zu dem hier vorgestellten
nicht-elementaren—war vierfach exponentiell. In diesem—wie auch in dem
hier vorgestellten, wenn auch versteckt—miissen Automaten auf unendlichen
Woértern determinisiert werden. Zu dieser Zeit war zunéchst nur das doppelt
exponentielle Verfahren von R. McNaughton [McN66] bekannt. E. A. Emer-
son und P. Sistla konnten jedoch zeigen, dass die speziellen Automaten, die in
dem Entscheidungsverfahren fiir CTL* gebraucht werden, mit einfach expo-
nentiellem Aufwand determinisiert werden kénnen [ES84]. Dies lieferte dann
insgesamt ein dreifach exponentielles Entscheidungsverfahren. Erst 2000 ha-
ben E. A. Emerson und C. Jutla dann ein nur doppelt exponentielles Ver-
fahren fiir CTL* gefunden, welches auf einem verbesserten Leerheitstest fiir
Rabin- und Streett-Baumautomaten basiert [EJ00]. Es gibt auch ein Ver-
fahren, welches Wortautomaten und deren Determinisierung direkt ohne den
Umweg iiber Baumautomaten verwendet [FLL10].

Der modale p-Kalkiil wird hauptséchlich D. Kozen zugeschrieben [Koz83],
jedoch zuvor von D. Park bereits vorgeschlagen [Par76]. Entscheidbarkeit war
aufgrund der hier vorgestellten Technik—also Ubersetzung in monadische Lo-
gik zweiter Stufe auf Bdumen—~ziemlich leicht ersichtlich. Genauso war recht
frith klar, dass das Problem mindestens EXPTIME-hart ist, weil das Erfiillbar-
keitsproblem fiir die von M. Fischer und R. Ladner eingefiihrte Propositional
Dynamic Logic [FL79] dies ist, und diese Logik linear in den p-Kalkiil eingebettet
werden kann. Eine optimale obere Schranke wurde jedoch erst viel spéter ge-
funden. Zunéchst haben E. A. Emerson und R. Streett zeigen kénnen, dass das
Erfiillbarkeitsproblem im Gegensatz zu der stiarkeren Logik MSOT elementar
entscheidbar ist [SE84] und spéter ein erstes, automatentheoretisches Ent-
scheidungsverfahren angeben kénnen [SE89]. Schliefilich haben E. A. Emerson
und C. Jutla mit ihrer Arbeit iiber die Komplexitidt von Leerheitsproblemen
fiir Automaten auf unendlichen Bdumen auch zeigen kénnen, dass Erfiillbar-
keit fiir den modalen p-Kalkiil ebenfalls “nur” EXPTIME-vollstandig ist. In
diesem Kontext muss man auch auf eine weitere Arbeit von E. A. Emerson und
C. Jutla verweisen, in der sie die Zusammenhénge zwischen Baumautomaten,
dem modalen u-Kalkiil und der Wichtigkeit des Determiniertheitssatzes fiir
unendliche Spiele aufzeigen [EJ91].
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Ein Tool, welches Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit fiir verschiedene
Logiken—u.a. CTL* und £, —entscheidet, ist MLSOLVER [FL10]. Dieses ist
frei erhéltlich iiber die Webseite http://www.tcs.ifi.lmu.de/ mlsolver.
Die darin verwendete Technik weicht aus Effizienzgriinden von der hier présen-
tierten ab; anstatt von Baumautomaten werden unendliche Tableaux ver-
wendet. Jedoch braucht man dazu dann die Determinisierungsresultate iiber
Biichi-Automaten aus Kapitel 8. Letztendlich sind die Unterschiede jedoch
nicht gravierend. Auch auf diese Art reduziert sich das Erfiillbarkeitsproblem
auf das Losen eines Paritétsspiels.

Die erwédhnte Charakterisierung der Modell-Beziehung zwischen einem
Baum (oder genereller einem Graphen) und einer £,-Formel als Paritéts-
spiel stammt von C. Stirling [Sti95].

Satz 16.20 ist als Satz von B. Knaster und A.Tarski bekannt [Kna28, Tar55].
Ein einfacher Beweis findet sich z.B. in G. Winskels Buch [Win93].



Ubungsaufgaben

Ubung 94. Beweise Lemma 14.3.

Ubung 95. Sei h : ¥ — A ein Morphismus, welcher Stelligkeiten erhilt, d.h.
st(h(a)) = st(a) fiir alle @ € X. Dieser induziert in natiirlicher Weise einen
Homomorphismus h: Ts: — Ta auf unendlichen Biaumen.

Zeige: Die Menge der von Paritédts-Baumautomaten erkannten Sprachen
unendlicher Baume ist abgeschlossen unter Vereinigung und Homomorphis-
men.

Ubung 96. Gib jeweils einen Paritits-Baumautomaten an, der die folgende
Sprache L; iiber dem Alphabet X' = {a, b, ¢} erkennt. Alle Symbole sind dabei
zweistellig.

a) Ly ={teTg|t=ua(btt),bt1)) },

b) Lo ={t e T¥|te) =aund Vr : t(x) = a impliziert t(2110) = a und
t(z001) = a },

c) Ly={teTg|auf allen Pfaden w von ¢ gilt: |w|, = 00 = |w|, = 0 },

d) Ly ={teTg | auf jedem Pfad in ¢ kommen nur endlich viele a’s vor }.

Welche dieser Sprachen werden auch von einem deterministischen PBA, einem
Biichi-Baumautomaten und einem deterministischen Biichi-Baumautomaten
erkannt?

Ubung 97. Beweise Satz 14.6.

Ubung 98. Alle bisher bekannten deterministischen Algorithmen zum Losen
eines Paritdtsspiels haben eine worst-case Laufzeit, die exponentiell im Index—
also der maximalen Anzahl im Spiel vorkommender Prioritdten—ist. Zeige,
dass Paritétsspiele iberhaupt in polynomialer Zeit gelost werden konnen, falls
es einen Algorithmus gibt, dessen Laufzeit polynomial im Index des Spiels
ist. Hinweis: Paritétsspiele lassen sich unter Beibehaltung der Gewinnmen-
gen und -strategien so transformieren, dass der Index in Bezug auf die Anzahl
der Zusténde beschrénkt ist.
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Ubung 99. Lose die folgenden Paritétsspiele mit dem Algorithmus von
McNaughton-Zielonka.

a)

Wie {iblich sind die Positionen, in denen Spieler A zieht, als Kreise dargestellt.
Die Knoten sind hier nicht extra benannt; stattdessen sind die jeweiligen Prio-
ritdten in den Knoten platziert.

a) Was ist L(A)?

b) Sei t = b(a(b(a(B,a(B, B)),a(B, B)),a(B, B)), B), wobei B = b(B, B)
(es ist t ¢ L(A)). Gib einen Baum t’ iiber S = ¥ x (Q* — {0,1} an,
derart, dass p; (') = ¢t und pa (') eine positionale Gewinnstrategie fiir
P im Spiel G(A,t) definiert.

Ubung 101. Sei A = ({qo, 1}, {a, b}, qo, 5, 2) mit st(a) =st(b) = 2, 2(qo) =
1, 2(q1) = 2 und
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6(g0,a) = {(q0,90)}
{(a1,¢1)}
d(qr,z) = {(q,q)} firzeX

>
—
)
S
S
=
Il

ein PBA.

a) Was ist L(A)?

b) Begriinde, warum die komplementierte Wortsprache F aller annotierten
Pfade (zo, s0,do), (z1,81,d1),... mit z; € X, s; € {q0,q1}* — {1,2} und
d; € {1,2} fiir alle i € N, aus dem Satz iiber die Komplementierung von
PBAsS, genau diejenige ist, die die folgende Eigenschaft erfiillt:

(Vn.xp, =a) V

<3m.(xm =b) N (Vn<maxz,=a) A

In.(n <mAsn(qo,q0) # dn) V (n>mAsn(qr, 1) # dn))

c) Konstruiere einen PBA, der die Sprache L(.A) erkennt.
Ubung 102. Beweise Lemma 15.8.

Ubung 103. Gib eine MSOT-Formel ¢ itber A = {1,2} mit einer freien
zweitstufigen Variablen X an, derart dass gilt: Z = ¢ gilt genau dann, wenn
|Z(X)| endlich und gerade ist.

Ubung 104. Gib jeweils MSOT-Formeln mit geeigneten, freien Variablen an,
die die folgenden Tatsachen formalisieren.

a) Der Knoten y liegt unterhalb des Knotens x.

b) Der Knoten y liegt (beziiglich der iiblichen Ordnung auf Béumen) rechts
vom Knoten z.

¢) Auf jedem Pfad kommen nur endlich viele a’s vor.

Ubung 105. Entscheide, ob die in Bsp. 16.8 genannte Formel ¢g A @1 A @2
erfiillbar ist. Falls ja, so gib ein Modell an.

Ubung 106. Zeige oder widerlege jeweils fiir CTL*- bzw. L,-Formeln ¢ die
folgenden Aussagen.

a) Ist ¢ erfiillbar iiber der Klasse aller unendlichen B&umen vom Verzwei-
gungsgrad d, wobei d > 1, so auch iiber der Klasse aller unendlichen
Bédume vom Verzweigungsgrad d — 1.

b) Ist ¢ erfiillbar iiber der Klasse aller unendlichen Béumen vom Verzwei-
gungsgrad d, so auch iiber der Klasse aller unendlichen Baume vom Ver-
zweigungsgrad d + 1.

Ubung 107. Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass ML schwiicher ist als
FO. Insbesondere werden die beiden Logiken durch die Sprache L, = {¢ | Jv €
dom(t) mit ¢ € t(v)} getrennt.
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a) Gib eine FO-Formel an, die L, definiert.

b) Definiere induktiv iiber die Syntax die modale Tiefe md(p) einer ML-
Formel ¢ als maximale Anzahl von Schachtelungen des <>-Operators.

¢) Seien zwei Familien von Béumen ¢,,t,, mit n € N fiir alle Knoten v darin
folgendermaflen definiert.

/ 0, falls [o] <

Zeige, dass fiir alle n € N und alle ML-Formeln ¢ mit md(y) < n gilt:

telEp gdw. thelo

Hinweis: Damit dies durch Induktion iiber n moglich ist, muss die Induk-
tionshypothese etwas verstiarkt werden.
d) Schliee aus (c), dass es keine ML-Formel ¢ gibt, so dass L(y) = L.

Ubung 108. Beweise Lemma 16.15.

Ubung 109. Was bedeuten die folgenden L,,-Formeln?

a) uX.X
b) vX. X

o) pX.OX

d) pX.qvOX



Ausblick

Eine Reihe von einschlidgigen und vom Niveau her passenden Themen wur-
de aus verschiedenen Griinden letztlich nicht in dieses Buch aufgenommen;
wir nennen sie hier kursorisch, um Anregungen fiir erweiternde Kapitel im
Rahmen einer Vorlesung oder eines Moduls zu geben.

Ausgehend von der Myhill-Nerode Aquivalenz fiir reguliire Sprachen und
dem durch eine solche induzierten syntaktischen Monoid wurde eine reichhal-
tige algebraische Theorie endlicher Worter entwickelt, die u.a. Methoden aus
der Gruppentheorie verwendet, um Aussagen iiber formale Sprachen zu erzie-
len. Einen Meilenstein bildet hier der Satz von M. Schiitzenberger [Sch65]—auch
nachzulesen in N. Pippengers Buch [Pip97]—, welcher die sternfreien Spra-
chen iiber eine gruppentheoretische Eigenschaft ihrer syntaktischen Monoide
charakterisiert und mit dessen Hilfe T. Wilke [Wil99, Wil98] ein recht einfa-
cher Beweis der hier nur angekiindigten Aquivalenz von LTL und erststufiger
Logik gelang.

Die Verallgemeinerung zu unendlichen Wértern wurde auch jenseits der
reguldren Sprachen betrieben, also zum Beispiel fiir Teilklassen der kontext-
freien Sprachen; ein wichtiges Konzept bilden hier die visibly pushdown Auto-
maten, welche die nichtdeterministischen Kellerautomaten dahingehend ein-
schrinken, dass Kelleroperationen (push, pop) durch spezielle Eingabesymbo-
le (“call”, “return”) ausgelost werden und daher inbesondere deterministisch
zu erfolgen haben. Hierdurch wird die algorithmische Behandlung praktisch
wichtiger Fragen ermoglicht, welche im allgemeinen kontextfreien Falle unent-
scheidbar sind (z.B. Disjunktheit).

Mochte man den Themenkreis Temporallogik vertiefen, so bietet sich die
Behandlung der Propositional Dynamic Logic (PDL) [FL79, HKT00] an, wel-
che Modaloperatoren fiir ganze Programmstiicke bereitstellt; die Formel [Py
bedeutet also etwa, dass nach Abarbeiten von P die Formel ¢ gilt. Auf tem-
porallogische Operatoren wie “until”, oder gar Fixpunkte kann dann weitest-
gehend verzichtet werden. Ebenfalls wichtig sind im komplexitéitstheoretischen
Sinne optimale Entscheidungsverfahren fiir die Temporallogiken und—damit
einhergehend—verbesserte Ubersetzungen in Automaten. Auch kann man

M. Hofmann, M. Lange, Automatentheorie und Logik, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-18090-3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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das Thema Programmverifikation mittels (automatentheoretischem) Model-
Checking ausbauen. Dies ist nicht nur iiber NBAs fiir Linearzeit-Logiken moglich,
sondern auch {iiber verschiedene Klassen von Baumautomaten fiir Logiken
wie CTL* usw. [BVWO4].

Die regulidren Sprachen endlicher Bdume wurden hier nur kurz—in Vorbe-
reitung auf die unendlichen Biaume—behandelt. Ahnlich wie bei den endlichen
Wortern, deren regulére Sprachen sich induktiv durch Abschlusseigenschaften
erkldren und somit mithilfe regulérer Ausdriicke beschreiben lassen, kann man
auch reguldre Baumsprachen beschreiben. Dazu muss man die Konkatenati-
on zweier Biume und—darauf aufbauend—die Iteration erkléren. Dazu wird
in dem einen Baum ein Blatt durch den gesamten anderen Baum ersetzt.
Die Techniken sind konzeptuell nicht schwieriger als fiir endliche Worter, und
die Resultate, die man erhélt, sind im Vergleich zu den endlichen Wortern
auch nicht tiberraschend. Einzig im Detail werden diese Konstruktionen etwas
trickreicher, was man z.B. daran erkennt, dass bei der so skizzierten Baum-
konkatenation ein Symbol wegfillt, also die Konkatenation zweier Baume mit
n und m Knoten einen Baum mit n +m — 1 Knoten liefert.

Ein naheliegendes Automatenmodell, welches hier ebenfalls nicht betrach-
tet wurde, entsteht aus Kombination dreier hier vorgestellten Mechanismen:
Alternierung, Paritéitsbedingung und Baumautomat. Alternierende Paritéts-
Baumautomaten entsprechen im Grunde genau den Formeln des modalen p-
Kalkiils [EJ91], und die {iblichen Fragestellungen wie Ausdrucksstéirke, Ent-
scheidbarkeit und Komplexitéit des Leerheitsproblems etc. konnen auch fiir
dieses Automatenmodell angegangen werden. Aus den hier présentierten Re-
sultaten folgt—wenn man annimmt, dass sich solche Automaten in Formeln
des p-Kalkiils transformieren lassen—dass diese genau die PBA-erkennbaren
Sprachen definieren und ein entscheidbares Leerheitsproblem besitzen.

Aktuelle Forschungsthemen, die zu einer Master- oder gar Doktorarbeit
fithren konnen, finden sich vor allem im Bereich der effizienteren und prak-
tisch nutzbaren Implementierung der Entscheidbarkeitsresultate. So wére et-
wa fiir eine nutzbare Implementierung der MSO eine wie auch immer geartete
Minimierung der auftretenden Automaten erforderlich. Eventuell konnte es
niitzlich sein, eine solche anstatt fiir NBA, wie das bereits in heuristischer
Weise von verschiedenen Autoren versucht wurde, fiir deterministische Pa-
ritdtsautomaten zu studieren.

Schon M. Rabin fragte, ob sich auch andere logische Entscheidbarkeitsre-
sultate, wie etwa die Entscheidbarkeit der Theorie der reellen Zahlen, iiber ein
geeignetes Automatenmodell erhalten lassen. Umgekehrt kann man fragen, ob
die Entscheidbarkeit der MSO auch mit den aus der “traditionellen” Logik be-
kannten Methoden wie z.B. Quantorenelimination gezeigt werden kann. Fiir
die Presburger-Arithmetik sind ja in der Tat beide Zugéinge moglich.

Im Bereich der temporalen—und damit verwandt: modalen—Logiken sind
die Entscheidbarkeitsfragen grofitenteils geklart. Noch nicht zu allgemei-
ner Zufriedenheit geklirt ist jedoch die Frage, wie die dort verwendeten
Mechanismen—neben den hier vorgestellten Automatenmodellen hauptséich-
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lich noch Tableaux und teilweise auch spieltheoretische Verfahren—zueinander
stehen, d.h. ob es sich wirklich um grundsétzlich verschiedene Methoden oder
eher nur um verschiedene Sichtweisen auf dieselben Methoden handelt.

Die Tatsache, dass viele der hier vorgestellten Entscheidungsverfahren
trotz katastrophaler worst-case Komplexitat praktisch einsetzbar sind, sollte
genauer untersucht werden. Kann man Fragmente identifizieren, deren Kom-
plexitéat giinstiger ist, oder hangt die Komplexitiat auch noch von anderen
Parametern ab, welche in praktisch vorkommenden Problemstellungen klein
im Vergleich zur Problemgréfie sind?

Der bereits oben angedeutete Satz, dass die sternfreien Sprachen mit LTL
iibereinstimmen, hat keinen einfachen Beweis, der etwa in einer Vorlesungs-
stunde présentiert werden konnte. Es wére wiinschenswert, einen solchen auf-
zufinden.

FEin weiteres interessantes Themenfeld konnte in der Erweiterung der
Ramsey-basierten Techniken zur Komplementierung und Test auf Inklusi-
on auf Bidume, bzw. auf Baumzeit-Logiken liegen. Ein offensichtliches erstes
Hindernis, welches es zu iiberwinden gilt, ist, dass sich die Aquivalenzklas-
senbildung und damit einhergehende Reduktion auf endliche Worter nicht
offensichtlich auf Baume verallgemeinert.

Schliellich weisen wir auch noch einmal daraufhin, dass die prominente
Frage, ob Paritétsspiele in polynomialer Zeit gelost werden kénnen, zum jet-
zigen Zeitpunkt noch immer ungelost ist.
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